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TIO CI NE ESTAS TRAKTAJO NEK KURSO

ESTAS SIMPLE LA HISTORIO PRI ANSELMO LANTURLUP'
DUM UNU EL SIAJ VOJAGOJ

EN GEOMETRIOLANDO
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'La Firmao Etiklido k. K-io naskigis en Aleksandrio

en la tria jarcento antaii Kristo. Dum dumil ducent jaroj
la negoco prosperadis. La produktojn oni aprezis kaj

la klientaro estis kontenta kaj fidela.
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—ed iom post iom, la gustoj de I'klientoj Sangigis.
Kelkaj, iam fervoruloj de la fabrikmarko,

sekve de strangaj eksperimentoj, sin demandis :
" Eliklido, €u tio estas vere, Cie kaj por Cio,

la plej bona ? "

'La historion de unu el ili ni fuj rakontos

™ al vi Ci tie.




; @@&@@@ 5 Iam Anselmo Lanturlup’ decidis

streéi Snureton inter du fostetoj ...

Y/

g

Tiu Snureto prezentas
la plej mallongan distancon inter
du PUNKTOJ A kaj B

En scienca
lingvajo ni nomu tion
GEODEZIA LINIO
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Per tri strefataj fadenoj ,
tio estas per tri GEODEZILINIOJ,

Anselmo konstruis TRIANGULON.

e
Portinte sian angulmezurilon al €iu vertico T
de tiu TRIANGULO, li mezuris la angulojn A, B, C

kaj sumigis ilin

Lati la
bonega teoremo de la
Societo Eliklido k. K-io
tiu sumo egalas 180°

Bone ...

AiBa? 180" Eukdios




\ba mondo kie vivis Anselmo diable nebulis.

Oni povis nazpurigi sin kun alies nazo.

/WC/\)NQA Kio estas, kiam oni ﬁ
iras MALPROKSIMEN ?

00O Kion kaSas tiu nebulo ?
Geodezia linio estas REKTA LINIO.
Kaj se mi irus REKTEN ANTAU MI
kiel eble plej MALPROKSIMEN ?
Se mi esplorus tiun spacon por vidi,

kio gi estas ? -’J
ZAN

Bone streéi mian
GEODEZILINION

Anselmo pasis longe,

longe...

Malantaii |i lia Snureto malvolvigadis,
tiel bone strecata, ke li ja fajfis pri la
necerteco de lia irado ene de nebuleto :

li estis elfaranta senriprocindan
GEODEZILINION ...




Sed, mi ne scias €u vi iam tion spertis, tagoj estas,
kiam Sajnas, ke io iras mise.

% Nekredeble | } -
@ o

estas mia
fosteto |

Anselmo, kiu ankorail havis

kvanton da Snureto decidis Nekonsternebla, li do plu
klarigi la aferon. stretadis sian Snureton kaj plupasadis,
/f/ \ REKTE ANTAUEN, plena je scivolemo.
¥

refoje mia
fosteto |




Ni provu Etklidan

r

teoremon. Mi tuj tiros tri
~ GEODEZILINIOJN egallongajn.
Mi ricevos TRIANGULON
< kies tri anguloj nepre mezuros
7/ po 60° €iu, dum ilia sumo
1 atingas 180°. Tio 'stas
skribita sur la
L uzindika pamfleto.
-\ P
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RATIO OMNIA
VINCIT

Skorzonero !
La anguloj ja estas
sammezuraj - sed
jepli ol 60°.

&

mi decidos,
kion fari.

S

\ Jen mia dua
ertico B. Nur restas
S stredi du pliajn
N l" fadenojn por
a Jnp

A il . ]
\ (! trovi la trian.

Kaj ili sumas
kompreneble pli ol 180° !
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é/ ( Tamen, metante mian rektilon

lali bone PLATA pozicio, mi kontrolis,
& ¢u miaj fadenoj bone REKTIGIS.
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Ha-lo &u la firmao Etiklido ?
Diru, mi suferas malagrablajojn
pro via kompleto por mezuro.

Sekundon mi petas. Mi transdonas
vian alvokon al ’rehmka servo.
Tedajoj per niaj trianguloj ?
2‘ Mirige | Kial vi ne provis niajn cirklojn ?
@ Niaj klientoj estas ege kontentaj uzi ilin.

...Cirklo estas punktaro situanta
egaldistance { de fiksa punkto.

/{\ KCIJ vi diras : perimetro 2nf, AREO mf? mi notis.

Je via
servo.
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Por mezuri AREON, uzu la Etiklidan kahelaron.
Por perimetri, la Eliklida kradajo estas la plej tatiga
materialo merkate disponebla. La klienta kontentigo
konsistigas la plej bonan reklamon.

Areo T Qa

L 7

|

== ‘!";........ ba 127
2~

i l'-.-._._g

‘Geometrio
Je€ Clies sepryg

Malagrablajoj ja
ekvenas : mi ricevis
troon da kahelajo !

Mi tuj mezuros
la perimetron helpe
de ilia kraddjo ...
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Ha-lo, la Etiklida firmao ? Jes ja estas mi denove |
Al mi restas gravaj kahelaraj KAJ kradajaj defalajoj !

nf? kaj 2nf tio tute ne funkcias | Kiel via negoco !

-

a" =N e | 77
v;é‘ OON Ne kriu tiamaniere, sinjoro. Mi estas "

la sekretariino. Mi transdonas ‘
, " nur .‘
::::ﬂ%‘& ’Q’* la alvokon al la tehnika servo. ‘.’Q

S

0 R
;:Qg 1 s‘.}"’snﬂ ORRLUREK

Ne, tute ne la kaheloj bone juntas,
NG mia radiuso bele rektas kaj mia kradajo
6:\;\ kunliniigas sur la CIRKLOLINIO.
Vsanoro bone kredu,

ke tio okazas kiel unua fojo.
Denove provu, kaj ne maltrankviligu,
vi scias, ke niaj teoremoj
estas garantiataj.

{ '"‘ Anselmo do dalirigis sian esploron,
pligrandigante Ciufoje la radiuson
= de lia cirklo.

P *’*""’:”"’11? _ Sed la kvanto da defalajoj pli kaj pli
:20 ..’:}fq‘l! _ grandigis...
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Nekredeble : nun mi troas je pli
ol 36% da kradajo kaj 19% da plia
kahelaro | Kaj la cirklo, kiun mi desegnas,
i§is ... REKTA LINIO | (

\
NN Cu mi
J DY

Je la spaco |
Tiu rektilo tamen
bone rektas |

74
N
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Anselmo plu pligandigas
la radiuson, kaj tiam ...

La kurbeco de mia cirklo

: AR Kaj nun,
inversigis je I'alia flanko !

kiam mi PLIGRANDIGAS ¢,
mia perimetro

2 MALPLIGRANDIGAS, estas

- frenezula afero |




Post lasta kahelado :

Mi opinias,
ke mi eraretis...

~

Cu
problemo ?

X
=

10 @S B

Por tion ekscii, ni forvisu la nubojn ...

77 S

Anselmo subite komprenas, ke li staras sur sfero,
sur kio li aplikis la regulojn
de la GEOMETRIO de la EBENO.
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g{};‘o Sed kiel faris Anselmo por desegni REKTAJN LINIOJN
sur sfero ?

Tio ne havas sencon |

Estimata, kion vi nomas rekto ?

'Oi)/‘— Se estas la plej mallonga distanco
’g de punkto al alia, tiam estas
=

5 \ REKTOJ sur sfero.

/_\ La nocio de geodezilinio
(linio kiu kuras plej mallonge)
i ne estas ekskluziveco de la EBENO
EBE/VO

/S’rr'e’c‘u elastan

fadenon inter du
punktoj de sfero

mi suspektas
kaptilon |

Vi ricevas
GEODEZILINION




kion vi diras al mi ?
Ne estas REKTA tiu kurbaéo !

[ Do prenu D
\

rektilon kaj kontrolu
vi mem.

Estas REKTILO por SURFACOJ.
Vidu kiel bonege tio funkcias
sur la EBENO : §i permesas iri
nek dekstre nek maldekstre.

Stranga rektilo, hm ...
d

Vi nomas
tion « rektilo »

T

&f i
bt

Bone restas plu, ke kiam Lanturlup” = ™
desegnas sian geodezilinion, tiu FERMIGAS. Do sur sfero la geodezilinoj
estas tutsimple cirkloj ?

Qo a
@ Ciuj linioj plej mallongaj estas porcioj
( de geodeziaj linioj fermitaj, kiuj estas cirkloj
E desegnitaj sur tiu sfero. Sed ne iaj ajn |

15
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Kio estas tio ? Vi ludas per la vortoj.
Cu vi volas diri, ke ekzistas, sur sfero,
(\/ pluraj specoj de cirkloj ?1?

Fek | Mi kredis kompreni, kaj nun mi nenion plu kompr'enm

-

Cirklo e3tas I'aro de I'punktoj
Situataj je nevaria distanco de fik3a punkto N,
\ kiun ni nomos POLUSO .

2/

Jen tuta aro

da cirkloj kun
. sama poluso N,
| kiun ni nomos
PARALELOJ

\
2

ﬁujﬁxlela\j \/

cirkloj estas

ankati la punktoj Inter tiuj &i, estas unu, pli granda ol aliaj,

S
~—2\_ kiu povus servi kiel EKVATORO por la sfero

2

je egala distanco (£')
de la punkto S, suda poluso
antipodo de N =

da poluse . Fine mi komprenas kial cirklo
gnor apoluso>. sur sfero posedas DU CENTROJN
,% N kaj S'!

LA 7// Ni nomos tiujn « EKVATOROJN »

7

GRANDAJ CIRKLOJ de la SFERO.

% Kaj ili estos precize ties GEODEZILINIOJ.
%’f\
| Kiel unua fojo mi vidas GEODEZILION
( de proksime. 'Stas ege impresa !

&

W
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(\4 & Nor-dﬁolusa cirklo

A" L HADRID Sur la planedo TERO
g 3 P A\ Tropiko de Kankro la polusaj cnr‘klg, la Trjoplko\]‘,
' -.,, estas paraleloj. Madrido kaj
"7 ‘ %( Nov-Jorko staras sur la sama.
S, Sed estas bone konata,
Q ke tiu paralela arko ne estas

la plej mallonga vojo. Tiu &i

| estas la GRANDA CIRKLO !
~ Tropiko de Kapr'ikor'nok
Sudpolusa cirklo

Miatemps,
onhi homis tion
ORTODROMIO

Oni povas materiigi tiujn
triangulojn helpe de glubendo
ali de elastaj fadenoj,

kaj mezuri |'angulojn portante
I'angulmezurilon al Eiuj verticoj
sur la sfersurfaco.

Kaj kiom tiam
valoras la sumo
A+B+(?

Sur mallonga distanco,
la surfaco de la sfero malmulte malsamas
de EBENO. Tial tiukaze la sumo ...

Tio dependas
de la surfacode
I"triangulo. Inter
180° kaj 900° |
M

...Tre proksimas
de 180°

17



Jen triangulo, kiun oni povus materiigi
ekzemple de tri elastaj fadenoj.

Triangulo, kiu
tiam estus tri-orta
kaj egallatera !

Triangulo iom aparta,
car gi enspacas |’ okonon
de la tuta sfero.

Kaj la sumo
de la anguloj A + B+C
valoras 270°.

Kaj €ion
vi ne vidis |

Ni imagu nun triangulon, Siam konsistantan
el tiuj elastaj fadenoj, kies verticojn ni iom
post iom malproksimigas. La tieaj anguloj plivastigos.

Kaj same ilia sumo.

Fine oni povas elturnigi,
ke la tri verticoj enskribigu sur ekvatoro
de la sfero. La anguloj A, B kaj ¢ tiam estas STRECITAJ,

valoras 180°, kaj ilia sumo atingas 540° !/

18



/luigante tiun migradon de la verticoj de la triangulo
sur la alia duonsfero, tiuj &i konvergos al la punkto S,
antipodo de N.

Se oni konservas al la verticaj anguloj ilian
ekkomencan difinon, &iu el ili tiam valoros pli ol 180° |

% Por paroli precize, ili valoros ¢iu 360°- 60°=300°.

” 360™-60'= 300" La plena cirklolinio
valoras 360°,

Sumo 300 x 3 =900°

ﬁ%‘tﬁ%

Tial sur la sfero,
la sumo de la anguloj de

triangulo povas esti inter
180° kaj 900° !

o4

ﬁlg la Galisa teoremo la sumo de la anguloj
de triangulo desegnita sur sfero estas :

A-i-% +2. =1&0 (4+3—ﬁ—16—?-)'gmdoj.

R estas la radiuso de la sfero kaj
A |'areo de la triangulo.

Se la triangulo havas
, malgrandan aeron
[ B \ (kompare kun tiu de la sfero)
oni retrovas Eliklidon :
< (A+B+C =180°

Se, male, la triangulo enspacas preskail
la plenant surfacon de la sfero, Vi
4 x 3,1416 x R?, ni retrovos 900°.

19



Noto de la sekciestro : Du punktoj de sfero povas kunigi per du geodeziaj arkoj
konsistigantaj unu GRANDAN CIRKLON. Sed se tiuj
punktoj N kaj S estas antipodaj, tiam tra tiuj &i pasas
senlima kvanto da GEODEZIAJ LINIOJ | .. Du el tiaj
« rektaj linioj de la sfero » difinas DUANGULON,
kies du anguloj kaj du lateroj estas egalaj. La sumo
de la anguloj valoras ... kiom ajn |

Hph
\ La Eefo
/h

Ni provu nun kompreni kial,
antal kelka tempo, Anselmo havis
troon da kahel- kaj krad-ajo ..

ﬁ(C) estas la cirklo, kiun li desegnas, kaj (y) la cirklo kiun li KREDAS streki. \
Li taksas |'areon helpe de la ebengeometria formulo : m€? (m= 3,1416...).

La reala areo estas la duono de |'surfaco de la sfero, t.e. 2nR? e kiu R

estas la radiuso de la sfero, dum € estas la kvarono de la perimetro, t. e. 7R,
do la rilatumo inter tiuj du areoj estas m2/8 = 1,233.

La rilatumo inter la perimetroj estas 2n€/2nR = /2 = 1,57.

Nun, se vi ne kredas min,
Diable ! iom provu paki sferon per ebenajo |
Ne eblas
sen faldoj Ebeno ?

Kia ebeno ?




Dum Lanturlup’ ne atingis la sfera ekvatoron,
la KONKAVECO de lia cirklo Sajnas al li normala :

Tiu cirklo estas paralelo,
dum lia rektilo sekvas
geodezilinion,
tio estas GRANDAN
CIRKLON de la sfero.

Ce I'ekvatoro, tio estas
kiam € = /2 R, la paralelo
konfuzigas kun la
geodezilinio kaj la cirklo
Sajnas al li « REKTA ».

Transe la konkaveco
de lia cirklo 3ajnas

. nun inversa.
S
%\\

Kie mi estas ?

Tiu propreco klarigas kiel oni povas lativole « eniri » ali « eliri »
cirklon, sen « transi » gin | Kiam gi estas desegnita sur sfero.
Necesas imagi tiun cirklon kiel elasta ringo, kiun oni glitigus sur bilarda globo.

OHESTA

21




Anselmo bezonis certan tempon por « digesti »
Ciujn tiujn aspektojn, malkovritajn de la
matematikisto Gaiiso (1777-1855).

Li decidis foriri por esplori la mondon

de la SURFACOJ.

—_—

Sfera
geometrio

Bone, mi havas
cion necesan : rektilo,
angulmezurilo, Snureto,
mia maleo. Ni iru ...

Foje scienco kondukas
onin al riskplenan vivon ...

Alteringinte en novan mondon, Anselmo malvolvas ankoraiifoje
GEODEZIAN LINION, sed tiun fojon :

Diable,
tiu surfaco nenie
alkondukas |

La geodezilinio
ne fermigas.

Nu, jen alia problemo !

Helpe de tri fadenoj bone stretitaj,
Anselmo konstruas triangulon, sed la sumo
de la verticaj anguloj riveligas, tiufoje,
malsupera je 180°

22



Cirklo estas plu I'aro de
I'punktoj situantaj je sama
distanco £ de fiksa punkto.
Lanturlup’ konstatas, ke tiu
cirklo, desegnita sur tiu nova
surfaco, havas perimetron
SUPERA je 2n, kaj ties
areo TRANSPASAS w2,

Ni forSiru la nubojn :

La surfaco prezentas tiufoje
la formon de intermonto aii de ¢evala
selo. Kelkaj objektoj de via Eiutaga
vivo povas egale taligi : €askorno
al tiu tipo de tabureto :

Por ekhavi ideon pli
precizan pri la temo,
turnu la pagon...

23
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KURBEGCOE

Kurba surfaco estas surfaco, kie la Eiiklidaj teoremoj ne funkcias.
La kurbeco povas esti pozitiva ali negativa.

Sur surfaco kun POZITIVA KURBECO, la sumo de la anguloj de
triangulo superas 180°. Se oni desegnas cirklon kun radiuso €, ties
surfaco malsuperas €2 kaj ties perimetro igas malsupera je 2.
Sur surfaco kun NEGATIVA KURBECO la sumo de la anguloj de
triangulo malsuperas 180°. Se oni desegans cirklon kun radiuso ¢,
ties areo superas € ? kaj ties perimetro igas supera je 2m?.

Antal kelka tempo Anselmo konstatis, provante PAKT sferon, kies
surfaco estis pozitive kurba pere de ebena folio, ke faldoj aperas.
Enpakado de surfaco negative kurba egale neeblus : krakSirajoj
aperus. Tiu pakado-testo estas la plej simpla por scii €u la kurbeco
pozitivas al negativas.

Kiel oni povas vidi sur la antatia pago, la surfacoj povas prezenti
partojn pozitive kurbecaj, kaj aliajn negative.

—

( Cu cilindro ati konuso
havas kurbecon ?
Oo

(@=—"7




Cilindron, konuson,
oni povas bele pakumi
per ebenajo !

Mi ne paniku. Mi gluos tri elastajn
fadenojn, t.e. tri geodezilinojn,
sur mia cilindro pere de glubendo ...

Nun mi strekas
miajn geodeziliniojn
SUR la surfaco...

Mi metas mian cijjndron
bone bone STRECATA...

'Laii nia difino,

cilindroj kaj konusoj,

obeantaj al EUKLIDA geometrio,
estas EBENAJ SURFACOJ /I

25



Antal kelka tempo, nuboj malpermesns Anselmon vidi pli
malproksimen ol sia nazfino... ali preskal. Se ne estus tiel,
li povus percepti la KURBECON de sia SFERA SPACO.

Estas alia maniero malpermesi Lanturlupon VIDI tiun
kurbecon : tio estas logigi lin sur la surfaco, fari tiel,
ke li PARTOPRENU al tiu &i.

16



Oni notos, ke tiu nova situacio neniel malpermesas la :

mezuradojn de de
LONGOJ ...

[Rvankam limigita EN la surfaco, Anselmo bonege povus konstati
la kurbecon kaj determini gian sencumon (pozitiva ali negativa)
kaj e€ mezuri §in, sen tamen VIDI gin. Se la sumo de I'anqguloj
de triangulo valoras 180°, tiam tiu surfaco EBENAS.

Se tiu sumo superas 180°, la kurbeco pozitivas, kaj Anselmo povas
kalkuli la kurbecan radiuson R en tiu loko helpe de la formulo

A A A
A+B+c =150 (’1 +32R?_ ) gradoj,

kie A estas |'areo de la triangulo.
Se tiu sumo malsuperas 180°, oni povas difini kurbecan radiuson R donita

per : N

A\+B+C/\.—_- 780(” —_A
3¢ R*

sed gi ne plu havas sian fizikan sencon kutiman.

Oni notos, ke EBENON oni povas rigardi kiel simila al surfaco kun
kurbeca radiuso = nefinio.

Ni tiam retrovas Ciujn Etiklidajn teoremojn.

O
78
'l
"Q!Q,
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CANONGEPSORDIMENSIO

La nombro da dimensioj estas simple la nombro da kvantoj, da koordinatoj,
kiuj estas necesaj, en ajna spaco, por difini PUNKTON.

La surfacoj estas bildigoj de spacoj kun du dimensioj. La kvantoj uzataj
por la lokalizado povas esti longoj, nombroj, anguloj ...

1l Ir[ i[. , [
g/\ )| il

!
] #“‘)DL i

St
%:7'3/'326

: : \
Cevalo en g4 \
(6,%)

Longitudo, latitudo
Oni kutimas diri, ke nia spaco,

se oni esceptas la tempon, havas tri dimensiojn.

Vi estas
en spaco Mi estas
tri-dimensia. en KIO ?1?

Anselmo observas
la muson...




o
1« (elevacio)

e
=

/

Pz

Anselmo lokalizas ob jektojn rilate al lia korpo, lia cerbujo. La pozicion de punkta
ob jekto oni konas per tri ANGULOJ : la altangulo o kaj la azimutaj lokigiloj
p, and p, de liaj du okuloj. La angula diferenco p, - p, nomigas PARALAKSO.
En la Anselma cerbo okazas malkodado, kiu eltiras el tiu paralakso distancon

IYMERGIGOR

Sed la muSo delokigas sur la lampa sfera globo,
kie gian pozicion, en tiu du-dimensia spaco,

oni povas lokalizi per du anguloj © kaj ¢
(longitudo kaj latitudo).

Ni diros, ke tiu dudimensia spaco MERGIGAS
en en la tridimensia spaco nia.

29



Ni supozu : la muSo sekvas kurbon (¢) sur la sfero.
Oni povos lokalizi gian pozicion per unu koordinato
(gia distanco s al devena punkto algebre kalkulita)

Kurbo estas bildigo de UNUdimensia spaco.

Tiu spaco mergigas en en iu dudimensia (sfero),
§i mem MERGIGAS en tridimensia spaco.
Tiel la spaco, kie ni movigas, povus mergigi en spaco kun
supera dimensio-nombro sen, ke ni konsciu pri tio.

Ha, ne diru

metafizikajojn
mi petas |

Cu vi scias, estimata, ke ni definigas en spaco . _
unudimensia ? m

\ﬁg - ;@/{? E\Mﬁ%

C Aj,aj! Mi Ia spacojn unudimensiajn ne tre Satas ! )‘

La distanco AC longas @
B

cW

B estas
inter A ka j C.

Atentu universo
povas kasSi alian |

30



EZ se la Snureto tordetigas %/

en Ciaj direktoj, R Ciam staras inter A kaj C,
la longo AC Ziam estas unu metro.

Tio pensigas, ke kelkaj proprecoj povas sendependi de la maniero,
kiel efektivigas la mergigo.

Jen diversaj manieroj MERGI
iun FERMITAN KURBON en la
kutima spaco. Tiu FERMO estas
propreco sendependa

de la mergigo.

Sed ni nin bone gardis el plilongigi ati kuntiri la Snureton,
por ne modifi la LONGOJN inter su sinsekvaj punktoj.
Nun ni MERGOS iujn SURFACOJIN en la kutima tridimensia spaco.

Se ni MERGAS iun EBENON en kutima spaco
tridimensia, ni povas movi gin, turni gin,

sen modifi ties
GEOMETRIAJN proprecojn.

KUTIMA sPaco
TRIDIMENSIA



Ni vidis, ke deformi ebenajon laii cilindro
ne modifis la geodeziliniojn, nek I'angulojn.

Laii tiu vidpunkto, onda lado

Ciam geometriumas kiel EBENO
EUKLIDA.

Loganto de tia dudimensia spaco,
Elklida, neniel konscius pri la translacioj,
rotacioj ali ondadoj, kiuj estas nur varioj de la tipo de mergigo

en la tridimensia spaco.
Simile, nia tridimensia spaco w

povus mem mergigi en alia spaco havanta pli
da dimensioj, sen ke ni povus konscii tion.
Fakte tia mergigo ne trafus la geodeziliniojn

%/% niaspacajn, nian percepton do, bazita sur la lumo,
A kiu sekvas la geodeziajn liniojn de |'spaco.

Oni powvus tial konsideri,
inter du punktoj, vojiron pli mallongan
ol tiu sekvata de la lumo.

LrZ 1 )
i
@;sploms la fundon de mia kon@

Mi divenis kion vi celas !
Vi volas altiri min al
sciencfikciajoj !
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Ni prenu eron el ebeno kaj faldu §in :

A
A
%

Sur paperfolio, helpe de rektilo, desegnu tutan aron da rektoj,
geodezilinioj, poste ifu la folion. Sub viaj okuloj vi plu havos
sensange la geodeziajn liniojn de la surfaco, kun aii sen faldoj !

La faldado neniel
Sangas la desegnon de
mia geodezilinio !

e (P
\

r
YN

Sed tiu unua parto de la vojago estis nur frivola
bagatelajo, ar la venonta etapo pasas tra la :

ﬁ—ﬁ"%—nﬁ\} . 3= P ’72&;’.0
= == | 8 TRIDIMENSIAJ

Vi volas k\\: SPACOJ
eliri . KURBECAJ
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- Sinjoro Lanturlup’ D @
\C‘-\ >¥
e 2
Mi estas la vojaganta ﬁ(%

komizo de la firmao Eliklido kaj

K-io. Ni scias, ke vi suferis 7
hm ... malagrablajojn uzante %ﬂﬁ

nian materialon.

Mi havas &i tie novajn
artiklojn kiuj, Cifoje,
devus doni
al vi plenan
kontenton.

estos
tridimensia.
Dudimensia

geometrio
estas, nu iom ...

{

-

KOSMA FLUIDAJO | NJ|F
SPACO-TESTO

.. kiu konsistas el rigidaj
STGI‘IQOJ perfekte algustigeblaj
unu al la aliaj.

Kiuj permesos al vi iri
nek dekstren nek maldekstren,

nek alten nek malalten...
sed TUTREKTEN




Por mezuri surfacojn, uzu tiun
farbon, po cent gramoj sur unu Pgr‘ Ia‘me'il'.lr'o de volumgno,
kvadrata metro, ekzakte. plenigu tiun i per gaso. Vi rekte
YR egas la valoron sur la flumezurilo
%Qﬂj 4 de la SPACOTESTO.
AN

/ {{
) )
@)one memoru : sfera surfaco : 4@

volumeno 4/3m¢ 3.

(s /@@

onsentite.
) \\ ’//T‘__\\
(=

Anselmo alterigis ¢ifoje

en tridimensia spaco
= kaj ni nun sekvos lin
en lia esploro.
)




Bela ilaro. -
Kaj tiuj stangoj longas
ekzakte unu me’rr'on

Sed algustiginte solidan
kvanton da stangoj ...

{ Jen la sama afero ! 1/

Mia geodezia
linio fermigas
sur si mem |

ﬂ
7

rno, kiu haltis,

por mangi ion sur planedeto,
decidis reveni | la angulmezura
metodo.

Al

Kiel antatie,
mi uzos tri
GEODEZILINIOJN
por konstrui
TRIANGULON.




Miaj geodezilinioj guste juntas,
kaj tamen la sumo de miaj

Mi elfaros unu, kaj mi
mezuros ties volumon
kaj surfacon

Sfero kun radiuso € estas
I'aro de la punktoj situantaj
je distanco 2 de fiksa punkto,

kiun mi nomos N J

La surfaco

malsuperas
4R 2...

Denove
oni trompis
min.

la volumeno malsuperas
4/3m> |

3F



Anselmo ankorali pligrandigas la sferan radiuson |

‘FSSSCHHHH"

Strange mia sfero igis ebenD

Ankorali kaj ankorat ...

Nun
la konkaveco
inversigas |

Mi komprenas
nenion.

Sed ... la parieto

fermigas Cirkati mi |




Tial Sveligante simplan balonon
en tridimensia spaco, Lanturlup’ fine trovis
sin INTERNE ... de §i |

Se li ne estus Cesiginta la gasan elfluon el la botelo,
li pereus per dispremado, tutsame kiel li trovis sin
enfermata de lia €irkaibarilo, en la pago 13.

3¢ kun pleja bonvolo, oni ne plu povas nun VIDEBLIGI la KURBECON
de tiu tridimensia spaco. Giaj geodeziliioj fermigas, kaj gia volumeno
prezentas nur FINTIAN kvanton da kubaj metroj, same kiel la surfaco
de nia planedo, kiu ankaii fermigas kvantas FINIAN nombron da kvadrataj
metroj.

La sumo de la anguloj de triangulo de tiu tridimensia spaco superas 180°.
Por KONSCII gian kurbecon, necesus havi kapablon percepti

en kvar dimensioj.
o
{2

BLEB!

“Jes ja, oni Ciam povas pensi, ke nia tridimensia UNIVERSO estas
HIPERSURFACO, kiu mergigas en spaco kvardimensia, kiu meme eble
estas hipersurfaco mergita en spaco kvindimensia, kip ..

Sed niatempe, ne estas bontona diri tiajn aferojn.

Per tiaj strangaj
ideoj, kien ni iras ?
Mi demandas al vi ?

Kio ekzistas

estas, kion mi
PERCEPTAS |

(o
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2ur lia sfero, pligrandigante

cirkatbarilo.

2n la tridimensia spaco pozitive kurba, sama afero.
En tiu dudimensia spaco, kio estas la sfero, Anselmo renkontis la EKVATORON
kiam |i estis Cirkalibarinta la duonon de la disponebla sufaco. Ankali en tridimensia

spaco HIPERSFERA ekzistas EKVATORO.

la radiuson € de sia bieno,
Lanturlup’ fine trovigis en
la antipodo S de I'punkto N,
centro de sia cirklo,

kaj sufokata per sia propra

Anselmo §in atingas, kiam sia balono okupas la duonon de la disponebla volumeno.
Sur la sfero, la ekvatora cirklo aperis al li kiel REKTO. Simile, en la la hipersfera

spaco, la « ekvatora balono » havos por li aspekton de EBENO.

“frans la ekvatoro la KONKAVECO de la balono inversigas, kaj §i atitomate
centras sin sur S, la punkto antipoda de la punkto N centro de |'balono.

tridimensia spaco, kvankam tio estas iom malfacila por kompreni.

Sur sfero, €iu punkto havis antipodon. Estas same e hipersfera J

0

Mi nenion v
plu komprenas.







fd kie situas la CENTRO
;% de tiu hipersfero ? Se mi desegnas cirklon
@\ ' sur EBENO, vi konsentas
Y /f\ ke tio estas bildigo de
% Q(KTN ] . spaco unudimensia fermita,

MERGITA en spaco
dudimensia : EBENO.

Kaj la centro de I'cirklo
NE TROVIGAS sur la cirklo.

T
Sfero bildigas fermitan
spacon DU-dimensian, MERGITA
en spaco TRI-dimensia. Ankali la
centro de la sfero NE TROVIGAS
| sur la sfero. Gi estas en
la tridimensia spaco.

. J

La centro de spaco hiper'sfer'aﬂ

tridimensia, povus trovigi en spaco kvardimensia,

(\\

supozante, ke §i MERGIGUS en §i.
6 8 Kaj simile plu ...Tial la centro
Z_ de spaco hipersfera
— kvardimensia trovigus ]

TR b



Vidu, jen vi, denove,
en via dudimensia mondo,
alpreme gluita, kiel
eta transigobildo.

Kaj vi komencas
Sveligi vian cirklon, kiu estas
&i tie sfero unudimensia...

— —

En spaco dudimensia,
limo dispartigas surfacon.
Dum en spaco tridimensia,
gi dispartigas volumenon.

Tie estas kiam mi alvenas
Ce la duono de tiu sfera sapco.

& En spaco kvardimensia limo havus tri dimensiojn,
5 kaj determinus hipervolumon kvardimensian.

Rigardu tie-&i vian cirklon, kiu estas
« balono kun unu dimensio » komencas enteni
pli ol la duono de la disponebla spaco.
Gi komencas fermigi Cirkad vi,
konvergante al la antipoda
punkto S.
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Same en mia kurba spaco tridimensia, kiam mi
enSprucigas pli ol la duono de la totala volumeno,
la balono fermigas €irkad mi, konvergante
al la antipoda punkto.

S

Y

Car la sfero, en tiu tridimensia
kurba spaco, memekompreneble
posedas du centrajn,
kiuj estas antipodaj.

g

Kia
angoro |

fakte mi ne ekzakte
scias, kion mi komprenis,

[ sed mi sentas la impreson,
ke mi kompreniy ayi
[N

Tute ne, anselmo, kiam estas pli ol tri dimensioj,
KOMPRENI ESTAS EKSTERPOLI.

Mi faras
TN eksterpo IonI sen
In scCil
g La desegnon,
- vi elpensos...
23 .
7 en via cerbo |




kie mi metas dudimensiajn sferoj, multege da dudimensiaj universoj.

/ a \
\) h -fiuj universoj povas
Y (—/ interpenetri unu la alian.
‘ Iliaj komunaj punkto
distribuigas lai cirkloj,

ob jektoj dudimensiaj.

Nun mi prenas tridumensian spacon, D

Simile, cirkloj, objektoj unudimensiaj,

lokitaj sur paperfolio (dudimensia)

sekciigus lati PUNKTOJ.

(Oni kutimas diri, ke punkto estas nuldimensia.)

Sferon oni tiam povos rigardi
kiel intersekco de du tridimensia;
« vezikoj », disvolvigantaj

en spaco kvardimensia.

Raj tiel plu : kurba spaco
tridimensia, hipersfera, mem povos esti
rigardata kiel intersekco de du vapvezikoj
kvardimensiaj, disvolvigantaj en spaco
kvindimensia.

iy



Anselmo kaj Sofio, post esti malkovrintaj
la kapturnojn de eksterpolado,
plian fojon esploras novajn

mondojn tridimensiajn. .
Matemetiko ne plu
, estas kia antale. /-~

B OF |

Cu vi vidas, \

tio estas
glubendo tridimensia,
por geodezilinioj.
La gluiga parto
estas ¢e la fino ...

kompreneble. J

geodeziaj linioj Sajnas ne fermigi.
Kaj nun, kiam mi Sveligas la balonon
de la SPACOTESTO, la elfluanta

volumeno superas 4/3mt° ;

kaj la surfaco superas 4m€®.

Kaj pri la sumo de la anguloj

de triangulo, tiu Eifoje

malsuperas 180°.

_/

Memoru
la pagon 23,
vi trovigas denove en

spaco kun NEGATIVA
‘ kurbeco.



RRESUMOE

O
O
N
%
/¢
M

3n la tridimensiaj spacoj, multaj aferoj |
povas okazi, vi scias. Kiel pri surfacoj, ﬂ
kiuj estas spacoj kun du dimensioj. Do se la sumo

de la anguloj de TRTIANGULO, en tridimensia spaco, superas 180°,

ni diras, ke la kurbeco estas pozitiva. Se vi formas en gi sferon kun radiuso ¢,
vi trovos, per la SPACOTESTO volumenon malsuperan je 4/3m€° kaj surfacon
malsuperan je 4m€®. Tio spaco kvalifita je HIPERSFERA, meme fermigos.

Se la sumo de la anguloj de triangulo, en tridimensia spaco, malsuperas 180°,
tiam la kurbeco estas negativa. La volumeno de sfero kun radiuso € superas
4/3m23 kaj ties surfaco superos 4m?. Tiu spaco havos amplekson nefinian.

_/

Sed se la sumo
de la anguloj valoras 180°,

tiam la spaco stulte EﬁklidasJ
por alveni tien | ...

¥



NEGESHSIERSTAGORESIU
BPERIATAURMABAPERIAY

Mi kredas, ke mi
nun Eion komprenis :
Kiam spaco kurbas pozitive,
gi fermigas Cirkal si mem.










- A

He jes - Lanturlup’ estis sendita
en tridimensian spacon cilindran.
Kvankam etiiklida, sen kurbeco (la sumo de

la anguloj de triangulo tie egalas 180°)

tiu mondo fermigas sur si mem.

\_
7%/
Q
~L Bone, ni konsentu ...

o [ Sferaj mondoj, hiperbolaj,
— cilindraj. Ni plene Eirkaliiris
B ?\\ la temon, €u ne ?
. 5 -
@nu iomete al la dudimensia. @f\
V i
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DENA ARSI E DO

Kara Anselmo,

Mi sendas al vi malsovagigitan helikon. Se vi
vindas al §i la okulojn, vi povos uzi gin kiel gvidanto,
por desegni perfektan GEODEZILINION.

Nek dekstren nek male §i vojiros
Gis tre baldaii.

/f@ C%J
gl WoEs

}J‘{/\

Ci-rilate, iri tute
rekten al iri lal la plej
mallonga vojo inter du punktaj,
estas same.

sed ... kie trovigas
tiu besto ?!




Tio fermigas,
kiel antad
tempo.

\

Sumo de la anguloj 180°
Estas eliklida tiu umo.
Ankoratifoje cilindrajo !

Zor gion klarigi, Anselmo tiufoje retrovigis

en SPACO DUDIMENSIA NEORIENTEBLA.
La plej konata bildo de tia spaco la rubando
de Mébius (1830). L'ideo eskapis al la grekoyj,
kiuj tamen pensis je Cio.

Sofio, eligu min el ’rieD
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i desegnu cirklon sur surfaco, kaj per sago determinu arbitre direkton.

O Ni imagu, ke la cirklo estas malgranda transigobildo,

kiun ni povas Sovi laiivole sur la surfaco.
Se la cirklo retrovigas identa, ni diros, ke tiu surfaco estas ORIENTEBLA

(tio estas la kazo por sfero, cilindro, ebeno, kip ...). Sed se tiu transigobildo
glitas sur rubando de Mabius, |'afero okazas tute alie :

Ciun fojon kiam §i Cirkatiiras
lali tiu dudimensia mondo,
la cirklo Sangas sian orientigon.

Provu, vi vidos | %

Korelative, oni ne povas farbi rubandon
de Mobius per du malsamaj koloroj : gi havas
nur unu lateron, §i estas UNULATERA.

Anselmo decidis planti najlojn,
por signi |'internon
kaj I'eksteron.

Oni povas §in orli en unu fojo !

L'operacio fine fiaskas,
¢ar tiu zono ...

LA
-
A -
o’g /

Havas nek
{_eks’rer'on

{
4




Estas pli facile diri tion
ol gin fari amiko AnselZio.

Sed kiel oni devas fari
por dispartigi gin al du partoj ?

simplege |
Vi tranéu §in al
tri partoj |

Bone rimarku,
ke dum la farado
tiu umo igis ....
dulatera |

“'}!““ll!l!mmmunumumm\u\\\“@ s,

Rimarku, ke nun
estas unu UNULATERA umo (blanke)
kaj unu umo DULATERA (grize) duoble

pli longa ol la unua.

Mi sentas min
tute malorientitan.
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Post tiu promenado sur la rubando de Mabius,
ni revenu en la etiklidajn spacojn (sen kurbeco) tridimensiajn.

ORIENTIGO
O3 UL SP0ED 3 | _wmmres

min en spegulo, mia maldekstra
i(/ 7%\ ‘

mano igas dekstra, sed kial
2

mia kapo ne intersangas
kun miaj piedoj ?...

)

Cetere kiel certigi al si,
\ kiu estas la vera ?

T T 77

La DEKSTRA ?

Estas la mala
de la MALDEKSTRA, kaj r'ecipr'o@

4“05 afero de komuna sa§D

Ha lo, Ha lo ! Kiel vi povas certi,
ke via konko volvigas en la gusta direkto ?

He, stultulo, se §i ne estus
tiel §i estus returnita !l
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Ni akompanu Lanturlupon en lia esplorado de nova mondo
tridimensia eliklida (sen kurbeco)

Svebas en tiu spaco
sento strangeca,
kiu maltranviligas

Kion faras Sofio ?
Ni rendevuis al pago 57

por ’ragmang"i/

Dum atendo,
ni trinku
iomete.

Fek, jen denovaj nuboj.
Mi bedatirinde forgesis
mian aspirinon |

kie vi estas ? Montru vm
je la nomo de
Sank’ro Vek1'or'o |




lHtH!{" \\'\{’H!H
Mi tuj testos
r,u\ la spacon.
Areo 4t 2

- \v volumeno 4/3n¢ 3

/{g%ﬁ% ‘} bone, ni revenu

Bondancas ﬁ;okazas ? Tiu damna korkotirilo
. . . ' |
Mi vidas mian botelon. %ne% ;_ funkcias |
~u|.. ) J ————— e——

Tamen estas mia,
mi rekonas gin,

Sed kio
okazis al gi ?

ZORGE -
OBSERVU | %




Estas rozvino el Provenco,

Cu vi havas
korkotirilon ?

f Nia diligenta kangur'uar'o -
En laboro paca
.- ne lacigos

Prenu du kapsulojn da Krokodeino® de

|’ Iabora‘ror'|0J Zam & Hof. Bonan
kon’rmuecon |

“/L*‘* v/"

Cu vi ne rlmar'kls
ion nenor‘malan ?

<

Ne, vi aspekTas
iom malsaneta,

5 jen €io

Tu misformacas mian korktirilon ...
Kaj drinkema kanguruo Stelas mian
rozvinon. Kion tiu afero S|gn|fas ?

/\ Vs

ctof /

—
.-..\\

\\//' \\

clLof

M

NI NE POVAS TRO INSTIGI VIN
OBSERVI TIUN KORKTIRILONPLEJ ZORGE

=

- T

ﬁév
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La rubando de Mabius (spaco neorientebla dudimensia)
havas do ekvivalenton tridimensian.

Sur la rubando de Maobius, kiam la cirklo girkaliris

lali tiu eliklida spaco, gia orientigo Sangis :

O =

Vidu pago 54

T T-T 2

Oni rimarkos, ke tiuj korktiriloj aspektas kvazaii unu estus la enspegula
bildo de I'alia.

La koktirilon, ali Anselmon mem, oni povas rigardi kiel « transigobildojn
tridimensiajn ». Ciufoje kiam objekto &irkatiiras lali tiu spaco tridimensia,
gia orientigo inversigas. Tial ke oni supozas nin akompanantaj Lanturlupon
en sia periplo Cirkalispaca, estas normale, ke ni retrovas kun li la botelon
« spegule » kaj la kortirilon Sraiibanta laii malkutima direkto.

Se ni recirkatiirus, en tiu universo, tio redonus al ni la komencan vidadon
de I'ajoj (kondiZe, ke ni lasu la objektojn sialoke).

=

Anselmo kaj la kanguruo (de la speco

de I'antipodanoj) logas en la sama spaco,
sed ili diferencas, éar kio estas gustdirekta
Rozvino onivso] por la kanguruo estas malgustdirekta

el s A
Provenc sonsvord por Lanturlup’ kaj reciproke.

e,



3705999 3

Cio iras mise. Ne plu estas dekstro,
nek maldekstro, nek antatia flanko,
nek dorsa. Al kio tio kondutas nin ?
Kaj kiu vojo sekvi ?

Vi devas sekvi
la geodezilinojn, Anselmo,

la geodeziliniojn
de via vivo.

¥

Min, neniam oni kredigos,
ke |'Universo estas tiel

% bizara. Tiuj estas deliroj

de matematikisto.

T T —
/{(’% Kial zorgi pri &io-&i,
X = 9p

¢ar estas evidenta,
ke la spaco ESTAS
etiklida | (*)

Estas
bildstrio |

gl
//

RN V (*) Paroloj diritaj en 1830

/ Ao/ de Ostrogradskij, katedra profesoro de
NP matematikoj en Peterburgo, post la legado
/ ""N?'- de la verkoj de Riemann kaj Lobacevskij.

o1




rNi supozu, ke Universo ne similq

al tio, kio gi estas. Cu vi imagas Eion
tio instuita en la lernejoj ?!!...J

kaj poste, kio gravas, )

estas la vivo. Kaj en la Ciutaga vivo,
vi konsentos kun mi, ke ...

T P

La FIZIKO,
karulo mia...

Mi VOLAS klarigi tion ID

TN

Antalien en la
KONKRETA.




..ge la meza materia
denso en universe malsuperas

...tiam la universo
estos negative kurbeca kaj
etendigos malfinie ...

...male, se la denso
superas 102° gm/cm > ..

—_—

P
/ Sed se tiu denso agalas
10-2° gm/cm?, |'universo

estos EUKLIDA...

...I'universo estos hipersfera
kaj fermigos sur si mem....

. ]

Doktor' EjnStejn’,
mi konjektas ?




