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	AVERTISSEMENT

Ceci n'est ni un traité, ni un cours.

C'est simplement l'histoire d'Anselme Lanturlu et de l'un de ses voyages, au pays de la géométrie.

A lire de préférence avec :

* D'abord de l'aspirine

* Puis de la ficelle

* Des ciseaux

* Du ruban adhésif

* Un rapporteur

* Et un joli ballon

   

bien rond...
	1

	Averto 

TIO ĈI NE ESTAS TRAKTAĴO NEK KURSO

ESTAS SIMPLE LA HISTORIO PRI ANSELMO LANTURLUP'
DUM UNU EL SIAJ VOJAĜOJ

EN GEOMETRIOLANDO

VI LEGU PREFERE PROVIZITA DE

· UNUE ASPIRINO

· POSTE ŜNURETO

· TONDILOJ

· GLUBENDO

· ANGULMEZURILO

· KAJ BELETA BALONO BELE RONDA


	

	
	


	La société Euclide et Cie nacquit à Alexandrie au troisième siècle avant Jésus-Christ. Pendant deux mille deux cents ans les affaires prospérèrent. Les produits étaient appréciés et la clientèle satisfaite et fidèle. 
	2

	La Firmao Eŭklido k. K-io naskiĝis en Aleksandrio en la tria jarcento antaŭ Kristo. Dum dumil ducent jaroj la negoco prosperadis. La produktojn oni aprezis kaj la klientaro estis kontenta kaj fidela.
	

	
	


	TOUJOURS TOUT DROIT
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	Ĉiam TUTREKTEN
	

	Eŭklido k. K-io
	


	BUREAU D'ETUDE
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	STUD-OFICEJO
	

	
	


	THEOREMES EUCLIDE & Cie
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	Teoremoj – Eŭklido k. K-io


	

	
	

	RECHERCHE MILITAIRE
	2

	MILITISTA ESPLORO
	

	
	


	SERVICE DES EXPEDITIONS
	2

	EKSPEDO-SERVO
	

	
	


	SERVICE DES VENTES ET COMPTABILITE
	2

	VENDO – SERVO kaj LIBROTENADO
	

	
	


	Mais, peu à peu, les goûts des clients changèrent.

Certains, jadis inconditionnels de la marque, à la suite de nombreuses expériences,

se demandèrent :

« Euclide, est-ce vraiment, partout et pour tout, ce qu'il y a de mieux ? »

C'est l'histoire de l'un d'eux que nous allons vous raconter ici.
	3

	Sed iom post iom, la gustoj de l'klientoj ŝanĝiĝis. Kelkaj, iam fervoruloj de la fabrikmarko, sekve de strangaj eksperimentoj, sin demandis : « Eŭklido, ĉu tio estas vere, ĉie kaj por ĉio, la plej bona ? La historion de unu el ili ni tuj rakontos al vi ĉi tie.
	

	
	


	TOUJOURS TOUT DROIT
	3

	Ĉiam TUTREKTEN
	

	
	


	PROLOGUE : un jour, Anselme Lanturlu décida de tendre une ficelle entre deux piquets :
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	PROLOGO : Iam Anselmo Lanturlup' decidis streĉi ŝnureton inter du fostetoj ...
	

	
	


	« Tu sent la science ? »
	4

	« Ĉu vi sentas sciencon ? »
	

	
	


	« Bof... »
	4

	« Be ... »
	

	
	


	« Cette ficelle représente la plus courte distance entre deux POINTS A et B »
	4

	« Tiu ŝnureto prezentas la plej mallongan distancon inter du PUNKTOJ A kaj B»
	

	
	


	« En langage savant appelons cela une GEODESIQUE »
	4

	« En scienca lingvaĵo ni nomu tion GEODEZIA LINIO»
	

	
	


	Avec trois fils tendus, c'est à dire avec trois GEODESIQUES,
	5

	Per tri streĉataj fadenoj , tio estas per tri GEODEZILINIOJ,
	

	
	


	Anselme fit un TRIANGLE
	5

	Anselmo konstruis TRIANGULON.
	

	
	


	Adaptant son rapporteur à chaque sommet de ce TRIANGLE, il mesura les angles A,B,C, et fit leur somme
	5
 nb : un chapeau sur chaque angle bien sûr 

	Portinte sian angulmezurilon al ĉiu vertico de tiu TRIANGULO, li mezuris la angulojn Â,B,Ĉ kaj sumigis ilin
	

	
	


	« D'après l'excellent théorème de la société Euclide et Cie, cette somme vaut 180°

Bon... »
	5

	« Laŭ la bonega teoremo de la Societo Eŭklido k. K-io tiu sumo egalas 180° Bone ...»
	

	
	


	Le monde où vivait Anselme était nébuleux en diable. On s'y serait mouché avec le nez d'un autre.
	6

	La mondo kie vivis Anselmo diable nebulis. Oni povis nazpurigi sin kun alies nazo.
	

	
	


	« Qu'y a-t-il quand on va loin ?

Que cache ce brouillard ?

Une GEODESIQUE, c'est une DROITE.

Et si j'allais DROIT DEVANT MOI, le plus loin possible.

Si j'explorais cet espace, histoire de voir ? »
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	« Kio estas, kiam oni iras MALPROKSIMEN ?

Kion kaŝas tiu nebulo ?

Geodezia linio estas REKTA LINIO.
Kaj se mi irus REKTEN ANTAŬ MI  kiel eble plej MALPROKSIMEN ? Se mi esplorus tiun spacon por vidi, kio ĝi estas ?»
	

	
	


	« Bien tendre ma GEODESIQUE »
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	« Bone streĉi mian GEODEZILINION »
	

	
	


	Anselme marcha longtemps, longtemps...

Derrière lui, sa ficelle se déroulait, si bien tendue, qu'il se moquait bien des incertitudes de sa marche dans la brume : il fabriquait une impeccable GEODESIQUE.
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	Anselmo paŝis longe, longe...

Malantaŭ li lia ŝnureto malvolviĝadis, tiel bone streĉata, ke li ja fajfis pri la necerteco de lia irado ene de nebuleto : li estis elfaranta senriproĉindan GEODEZILINION ...
	

	
	


	Mais, je ne sais si vous l'avez remarqué, il y a des jours où tout semble aller de travers.
	7

	Sed, mi ne scias ĉu vi iam tion spertis, tagoj estas, kiam ŝajnas, ke ĉio iras mise.
	

	
	


	« Ça alors ! »
	7

	« Nekredeble ! »
	

	
	


	« mais... c'est mon piquet ! »
	7

	« Sed … estas mia fosteto ! »
	

	
	


	Anselme, qui avait encore de la ficelle, décida de tirer cette affaire au clair.
	7

	Anselmo, kiu ankoraŭ havis kvanton da ŝnureto decidis klarigi la aferon.
	

	
	


	Imperturbable, il continua à tendre sa ficelle, et poursuivit, DROIT DEVANT, plein de curiosité.
	7

	Nekonsternebla, li do plu streĉadis sian ŝnureton kaj plupaŝadis, REKTE ANTAŬEN, plena je scivolemo.
	

	
	


	Hélas...
	7

	Ve...
	

	
	


	« mais c'est encore mon piquet ! »
	7

	« Sed jen refoje mia fosteto ! »
	

	
	


	La DROITE d'Anselme se refermait !
	7

	… La REKTO Anselma fermiĝis !
	

	
	


	« Essayons un théorème de chez Euclide. Je vais tirer trois GEODESIQUES d'égales longueurs. Cela me donnera un TRIANGLE dont les trois angles doivent avoir chacun 60°, leur somme faisant 180°. C'est écrit sur la notice. »
	8

	« Ni provu Eŭklidan teoremon. Mi tuj tiros tri GEODEZILINIOJN egallongajn. Mi ricevos TRIANGULON kies tri anguloj nepre mezuros po 60° ĉiu, dum ilia sumo atingas 180°. Tio 'stas skribita sur la uzindika pamfleto.»
	

	
	


	« Après, j'aviserais »
	8

	« Poste mi decidos, kion fari. »
	

	
	


	« Voilà mon deuxième sommet B. Plus qu'à tendre deux autres fils pour trouver le troisième. »
	8

	« Jen mia dua vertico B. Nur restas streĉi du pliajn fadenojn por trovi la trian. »
	

	
	


	« C'est beau la science »
	8

	« Belas scienco »
	

	
	


	« Oh là là !

Les angles sont bien égaux, mais ils font plus de 60°. »
	8

	« Skorzonero !

La anguloj ja estas sammezuraj – sed je pli ol 60°. »
	

	
	


	« Un problème ? »
	8

	
« Ĉu problemo ? »
	

	
	


	« leur somme, bien sûr, fait plus de 180° ! »
	8

	« Kaj ili sumas kompreneble pli ol 180° ! »
	

	
	


	GEOMETRIE EUCLIDIENNE
	8

	EŬKLIDA GEOMETRIO
	

	
	


	« Pourtant, en posant ma règle bien A PLAT, j'ai vérifié que mes fils étaient bien DROITS. »
	9

	« Tamen, metante mian rektilon laŭ bone PLATA pozicio, mi kontrolis, ĉu miaj fadenoj
 bone REKTIĜIS. »
	

	
	


	« Allô, la maison Euclide ?

Dites, j'ai des ennuis avec votre matériel. »
	9

	« Ha-lo ĉu la firmao Eŭklido ? Diru, mi suferas malagrablaĵojn pro via kompleto por mezuro. »
	

	
	


	« Une seconde, je vous passe le service technique. »
	9

	« Sekundon mi petas. Mi transdonas vian alvokon al teĥnika servo.»
	

	
	


	« Des ennuis avec nos triangles ? 

Etonnant. Pourquoi n'essayez-vous pas nos cercles ? Nos clients en sont très contents. »
	9

	« Tedaĵoj per niaj trianguloj ?  Mirige ! Kial vi ne provis niajn cirklojn ? Niaj klientoj  estas ege kontentaj uzi ilin. »
	

	
	


	« ...un cercle est donc l'ensemble des points situés à une distance ℓ d'un point fixe. »
	9

	« ...Cirklo estas punktaro situanta egaldistance (l) de fiksa punkto. »
	

	
	


	« Et vous dites : périmètre 2πl, AIRE πl²

c'est noté. »
	9

	« Kaj vi diras : perimetro 2πl, AREO πl² mi notis.»
	

	
	


	« à votre service »
	9

	« Je via servo. »
	

	
	


	« Pour mesurer une AIRE, utilisez le carrelage Euclide. Pour un périmètre, le grillage Euclide est le meilleur matériel sur le marché. La satisfaction de nos clients est notre meilleure publicité. »
	10

	« Por mezuri AREON, uzu la Eŭklidan kahelaron, Por perimetri, la Eŭklida kradaĵo estas la plej taŭga materialo merkate disponebla. La klienta kontentigo konsistigas la plej bonan reklamon.»
	

	
	


	EUCLIDE, LA GÉOMÉTRIE AU SERVICE DE TOUS
	10

	Eŭklido, Geometrio je ĉies servo
	

	
	


	« Aire πl² »
	10

	« Areo πl² »
	

	
	


	« Ici tout n'est qu'ordre et beauté, luxe, calme et volupté »
	10

	« ĉi tie ĉio estas ordo kaj belo, kvieto kaj volupto »
	


	
	


	« Ça commence bien, j'ai du rab de carrelage ! »
	10

	« Malagrablaĵoj ja ekvenas : mi ricevis troon da kahelaĵo ! »
	

	
	


	« Je vais mesurer le périmètre à l'aide de leur grillage »
	10

	« Mi tuj mezuros la perimetron helpe de ilia kradaĵo ... »
	

	
	


	« Périmètre : 2πl »
	10

	« Perimetro : 2πl »
	

	
	


	« J'ai aussi du grillage en trop ! »
	11

	« Ankaŭ kradaĵon mi havas troa ! »
	

	
	


	« Allô, la maison Euclide ? Oui, c'est encore moi ! 

J'ai d'importantes chutes de carrelage ET de grillage. πl², 2πl, ça ne marche pas du tout, votre affaire ! »
	11

	« Ha-lo, la Eŭklida firmao ? Jes ja estas mi denove !

Al mi restas gravaj kahelaraj KAJ kradaĵaj defalaĵoj ! πl² kaj 2πl tio tute ne funkcias ! Kiel via negoco !»
	

	
	


	« Ne criez pas comme cela, monsieur. 

Moi je ne suis que la secrétaire. Je vous passe le service technique. »
	11

	« Ne kriu tiamaniere, sinjoro. Mi estas nur la sekretariino. Mi transdonas la alvokon al la teĥnika servo. »
	

	
	


	« Non, non, les carreaux sont bien joints, mon rayon est bien droit, et mon grillage est bien posé sur le CERCLE ! »
	11

	« Ne, tute ne la kaheloj bone juntas, mia radiuso bele rektas kaj mia kradaĵo kunliniiĝas sur la CIRKLOLINIO. »
	

	
	


	« Monsieur, croyez bien que c'est la première fois que cela se produit. 

Essayez encore, et ne vous inquiétez pas, vous savez que nos théorèmes sont garantis. »
	11

	« Sinjoro bone kredu, ke tio okazas kiel unua fojo. Denove provu, kaj ne maltrankviliĝu, vi scias, ke niaj teoremoj estas garantiataj. »
	

	
	


	Anselme poursuivit donc son exploration en augmentant à chaque fois le rayon l de son cercle. 

Mais les chutes se firent de plus en plus importantes. 
	11

	Anselmo do daŭrigis sian esploron, pligrandigante ĉiufoje la radiuson de lia cirklo. Sed la  kvanto da defalaĵoj pli kaj pli grandiĝis... »
	

	
	


	« Ça alors, maintenant j'ai plus de 36% de grillage en trop ! Et plus de 19% de carrelage en

 rab ! Et le cercle que je trace est devenu... une DROITE ! »
	12

	« Nekredeble : nun mi troas je pli ol 36%  da kradaĵo kaj 19% da plia kahelaro ! Kaj la cirklo, kiun mi desegnas, iĝis …. REKTA LINIO ! »
	

	
	


	« Je rêve ou quoi ? »
	12

	« Ĉu mi deliras ? »
	

	
	


	« Par l'espace : Cette règle est pourtant bien DROITE ! » 
	12

	« Je la spaco ! Tiu rektilo tamen bone rektas ! »
	

	
	


	Anselme augmente encore le rayon l, et cette fois...
	12

	Anselmo plu pligandigas la radiuson, kaj tiam ...
	

	
	


	« La courbure de mon cercle est passée de l'autre côté »
	12

	« La kurbeco de mia cirklo inversiĝis je l'alia flanko ! »
	

	
	


	« Et maintenant, quand j'AUGMENTE l, mon périmètre DIMINUE, c'est une histoire de fou ! »
	12

	« Kaj nun, kiam mi PLIGRANDIGAS l, mia perimetro MALPLIGRANDIĜAS, estas frenezula afero ! »
	

	
	


	Après un dernier pavage :
	13

	Post lasta kahelado : 
	

	
	


	« J'ai dû me foutre dedans... »
	13

	« Mi opinias, ke mi eraretis.... »
	

	
	


	« Un ennui ? »
	13

	
« Ĉu problemo ? »
	

	
	


	QUE S'EST-IL PASSÉ ?

Pour le savoir, dissipons les nuées : 
	13

	KIO OKAZIS ?

Por tion ekscii, ni forviŝu la nubojn ...
	

	
	


	Anselme comprend soudain qu'il est sur une sphère sur laquelle il a appliqué les règles de la GÉOMÉTRIE DU PLAN
	13

	Anselmo subite komprenas, ke li staras sur sfero, sur kio li aplikis la regulojn de la GEOMETRIO de la EBENO.
	

	
	


	« mais comment Anselme s'y est-il pris pour tracer des DROITES sur une sphère ?, ça n'a pas de sens ! »
	14

	« Sed kiel faris Anselmo por desegni REKTAJN LINIOJN sur sfero ? Tio ne havas sencon ! »
	

	
	


	« Ça doit être un piège ! »
	14

	« Atentu, mi suspektas kaptilon ! »
	

	
	


	« Mon cher, qu'est-ce que vous appelez une droite ? Si c'est le plus court chemin d'un point à un autre, alors il y a des DROITES sur une sphère. »
	14

	« Estimata, kion vi nomas rekto ? Se estas la plej mallonga distanco de punkto al alia, tiam estas REKTOJ sur sfero. »
	

	
	


	« La notion de Géodésique (ligne de plus court chemin) n'est pas l'exclusivité du PLAN »
	14

	« La nocio de geodezilinio (linio kiu kuras plej mallonge) ne estas ekskluziveco de la EBENO»
	

	
	


	PLAN
	14

	EBENO
	

	
	


	« Tendez un élastique entre deux points d'une sphère »
	14

	« Streĉu elastan fadenon inter du punktoj de sfero »
	

	
	


	« Lâchez »
	14

	« ...Delasu »
	

	
	


	« Vous obtenez une GÉODÉSIQUE »
	14

	« Vi ricevas GEODEZILINION »
	

	
	


	« Qu'est-ce que vous me racontez ? Ce n'est pas DROIT, ce truc-là ! »
	15

	« kion vi diras al mi ? Ne estas REKTA tiu kurbaĉo ! »
	

	
	


	« Prenez donc cette règle et vérifiez vous-même »
	15

	« Do prenu tiun rektilon  kaj kontrolu vi mem. »
	

	
	

	« Vous appelez cela une règle ! »
	15

	« Vi nomas tion « rektilo » ? »
	

	
	


	« C'est une règle pour les SURFACES. 

Sur le PLAN, ça marche très bien, voyez :

Elle permet de n'aller ni à droite, ni à gauche. »
	15

	« Estas REKTILO por SURFACOJ. »
Vidu kiel bonege tio funkcias sur la EBENO : ĝi permesas iri nek dekstre nek maldekstre. »
	

	
	


	PLAN
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	EBENO
	

	
	


	« Drôle de règle, enfin... »
	15

	« Stranga rektilo, hm ... »
	

	
	


	« Bon, toujours est-il que lorsque Lanturlu trace sa géodésique, elle se REFERME, Alors, sur une sphère, les géodésiques, ce sont tout simplement des cercles ? »
	15

	« Bone restas plu, ke kiam Lanturlup' desegnas sian geodezilinion, tiu FERMIĜAS. Do sur sfero la geodezilinoj estas tutsimple cirkloj ? »
	

	
	


	« Toutes les lignes de plus court chemin, sur une sphère, sont des portions de courbes géodésiques fermées, qui sont des cercles tracés sur cette sphère. Mais pas n'importe lesquels ! »
	15

	« Ĉiuj linioj plej mallongaj estas porcioj de geodeziaj linioj fermitaj, kiuj estas cirkloj desegnitaj sur tiu sfero. Sed ne iaj ajn ! »
	

	
	


	« Qu'est-ce que c'est que cette histoire ? Vous jouez sur les mots. Vous voulez dire qu'il existe, sur une sphère, plusieurs espèces différentes de cercles ?!? »
	16

	« Kio estas tio ? Vi ludas per la vortoj. Ĉu vi volas diri, ke ekzistas, sur sfero, pluraj specoj de cirkloj ?!? »
	

	
	


	« Bon sang, je croyais comprendre, et voilà que je ne comprend plus rien du tout... »
	16

	« Fek ! Mi kredis kompreni, kaj nun mi nenion plu komprenas ... »
	

	
	


	« Un chercle, ch'est l'enchemble des points situés à une distance constante ℓ d'un point fixe N, que nous appellerons PÔLE. »
	16

	« Ĉirklo eŝtaŝ l'aro de l'punktoj  ŝituataj je nevaria diŝtanĉo de fikŝa punkto N, kiun ni nomos POLUŜO . »
	

	
	


	« mmm... »
	16

	«Hm, Hm ... »
	

	
	


	« Voici tout un ensemble de cercles de même pôle N, que nous appellerons PARALLÈLES. »
	16

	« Jen tuta aro da cirkloj kun sama poluso N, kiun ni nomos PARALELOJ. »
	

	
	


	« Ces cercles parallèles sont aussi les points à égale distance ℓ' du point S ''pôle sud'', antipode du ''pôle nord'' N. »
	16

	« Tiuj paralelaj  cirkloj estas ankaŭ la punktoj je egala distanco (l') de  la punkto S, suda poluso » antipodo de N = « norda poluso » . »
	

	
	


	« Parmi ceux-ci, il en existe un, plus grand que les autres, qui pourrait servir d'ÉQUATEUR à la sphère. »
	16

	« Inter tiuj ĉi, estas unu, pli granda ol aliaj, kiu povus servi kiel EKVATORO por la sfero »
	

	
	


	EQUATEUR
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	EKVATORO
	

	
	


	« Je comprends enfin pourquoi un cercle, sur une sphère, a DEUX centres N et S ! »
	16

	« Fine mi komprenas kial cirklo sur sfero posedas DU CENTROJN N kaj S ! »
	

	
	


	« Nous appellerons ces ''EQUATEURS'' des GRANDS CERCLES de la SPHÈRE. Et ce seront précisément ses GÉODÉSIQUES. »
	16

	« Ni nomos tiujn « EKVATOROJN » GRANDAJ CIRKLOJ de la SFERO. Kaj ili estos precize ties GEODEZILINIOJ. »
	

	
	


	« C'est la première fois que je vois une GÉODÉSIQUE de près. Très impressionnant ! »
	16

	« Kiel unua fojo mi vidas GEODEZILION de proksime. 'Stas ege impresa ! »
	

	
	


	Cercle polaire Nord
	17

	Nordpolusa cirklo
	

	
	


	GRAND CERCLE
	17

	GRANDA CIRKLO
	

	
	


	PARALLELE
	17

	PARALELO
	

	
	


	Tropique du Cancer
	17

	Tropiko de Kankro
	

	
	


	EQUATEUR
	17

	EKVATORO
	

	
	


	Tropique du Capricorne
	17

	Tropiko de Kaprikorno
	

	
	


	Cercle polaire SUD
	17

	Sudpolusa cirklo
	

	
	


	« Sur la planète TERRE les cercles polaires, les Tropiques, sont des parallèles. Madrid et New-York sont sur le même. Mais il est bien connu que cet arc de parallèle qui les joint n'est pas le plus court chemin. Le plus court chemin c'est le GRAND CERCLE ! »
	17

	« Sur la planedo TERO la polusaj cirkloj, la tropikoj, estas paraleloj. Madrido kaj Nov-Jorko staras sur la sama. Sed estas bone konata, ke tiu paralela arko ne estas la plej mallonga vojo. Tiu ĉi estas la GRANDA CIRKLO !»
	

	
	


	« De mon temps, on appelait cela l'ORTHODROMIE. »
	17

	«  Miatemps, oni nomis tion ORTODROMIO »
	

	
	


	Un TRIANGLE sera constitué par trois arcs innévitablement empruntés à trois grands cercles.
	17

	TRIANGULO konsistos el tri arkoj neeviteble prunteprenitaj de tri grandaj cirkloj.
	

	
	


	On peut matérialiser ces Triangles à l'aide de ruban adhésif ou de fils élastiques et mesurer les angles en plaquant un rapporteur en chaque sommet sur la surface de la sphère. 
	17

	Oni povas materiigi tiujn triangulojn helpe de glubendo aŭ de elastaj fadenoj, kaj mezuri  l'angulojn portante l'angulmezurilon al ĉiuj verticoj sur la sfersurfaco.
	

	
	


	« Et que vaut alors la somme A+B+C ? »
	17

	« Kaj kiom tiam valoras la sumo A+B+C ? »
	

	
	


	« Ça dépend de la surface du triangle. Entre 180° et 900° ! »
	17

	« Tio dependas de la surfaco de l'triangulo. Inter 180° kaj 900° ! »
	

	
	


	« Sur une courte distance, la paroi de la sphère est peu différente d'un PLAN. Aussi, dans ce cas, la somme... »


	17

	« Sur mallonga distanco, la surfaco de la sfero malmulte malsamas de EBENO. Tial tiukaze la sumo ... »
	

	
	


	« ...est très voisine de 180° »
	17

	« ...tre proksimas de 180° »
	

	
	


	« Voici un triangle, que l'on pourrait matérialiser par exemple à l'aide de trois brins de fil élastique »
	18

	« Jen triangulo, kiun oni povus materiigi ekzemple de tri elastaj fadenoj. »
	

	
	


	« Triangle qui serait alors tri-rectangle et équilatéral »
	18

	« Triangulo, kiu tiam estus tri-orta kaj egallatera ! »
	

	
	


	« Et la somme des angles : A+B+C vaut 270° »
	18

	« Kaj la sumo de la anguloj  A+B+C valoras 270°. »
	

	
	


	« Triangle un peu particulier puisqu'il occupe le huitième de la surface de la sphère. »
	18

	« Triangulo iom aparta, ĉar ĝi enspacas l'okonon de la tuta sfero. »
	

	
	


	« Et vous n'avez pas tout vu ! »
	18

	« Kaj ĉion vi ne vidis ! »
	

	
	


	Imaginons maintenant un Triangle, toujours constitué de ces brins élastiques, dont nous écartons progressivement les sommets. Les angles en ces sommets vont croître. 

Et leur somme fera de même.
	18

	Ni imagu nun triangulon, ĉiam konsistantan el tiuj elastas fadenoj, kies verticojn ni iom post iom malproksimigas. La tieaj anguloj plivastiĝos. Kaj same ilia sumo.
	

	
	


	Finalement, on peut s'arranger pour que les trois sommets viennent s'inscrire sur un équateur de la sphère. Les angles A, B et C sont alors PLATS, valent 180°, et leur somme atteint 540° !!...
	18

	Fine oni povas elturniĝi, ke la tri verticoj enskribiĝu sur ekvatoro de la sfero. La anguloj A, B kaj C tiam estas STREĈITAJ, valoras 180°, kaj ilia sumo atingas 540° !!
	

	
	


	En prolongeant cette migration des sommets du triangle sur l'autre hémisphère, celui-ci va converger vers le point S, antipodal de N

Si on conserve aux angles aux sommets leur définition de départ, chacun d'eux vaudra alors plus de 180° ! Pour être précis, il vaudront chacun 360° - 60° = 300° 
	19

	Pluigante tiun migradon de la verticoj de la triangulo sur la alia duonsfero, tiuj ĉi konverĝos al la punkto S, antipodo de N. 
Se oni konservas al la verticaj anguloj ilian ekkomencan difinon, ĉiu el ili tiam valoros pli ol 180° ! Por paroli precize, ili valoros ĉiu  360°-60°=300°.
	

	
	


	Somme : 300 x 3 = 900°
	19

	Sumo  300 x 3 = 900°
	

	
	


	« La circonférence complète représente 360° »
	19

	« La plena cirklolinio valoras 360°. »
	

	
	


	« Ainsi, sur la sphère, la somme des angles d'un triangle peut aller de 180° à 900° ! »
	19

	«Tial sur la sfero, la sumo de la anguloj de triangulo povas esti inter 180° kaj 900° ! »
	

	
	


	« Hum... »
	19

	« Hm ... »
	

	
	


	« Suivant le théorème de Gauss, la somme des angles d'un triangle tracé sur une sphère vaut :

A+B+C = 180(1+A/3,1416R²) degrés où R est le rayon de la dite sphère et A l'aire du triangle. »
	19

	« Laŭ la Gaŭsa teoremo la sumo de la anguloj de triangulo desegnita sur sfero estas : 

A+B+C=180(1+A/3,1416R²) gradoj.  R estas la radiuso de la sfero kaj  A  l'areo de la triangulo. »
	

	
	


	GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE
	19

	SFERA GEOMETRIO
	

	
	


	Si le triangle est d'une aire faible (par rapport à celle de la sphère), on retrouve Euclide (A+B+C=180°)
	19

	Se la triangulo havas malgrandan aeron (kompare kun tiu de la sfero) oni retrovas Eŭklidon :  (A+B+C=180°)
	

	
	


	Si, au contraire, le triangle a quasiment la surface de la sphère (4 x 3,1416 x R²), on retombe sur les 900°
	19

	Se, male, la triangulo enspacas preskaŭ la plenant surfacon de la sfero, 4 x 3,1416 x R²,   ni retrovos 900°.
	

	
	


	Note de service : 

Deux points d'une sphère peuvent être joints par deux Arcs Géodésiques constituant UN grand cercle. Mais si ces points N et S sont ANTIPODAUX, alors par ceux-ci passe une infinité de GÉODÉSIQUES !... Deux de ces ''droites de la sphère'' définissent un BIANGLE, dont les deux angles et les deux côtés sont égaux. La somme des angles vaut... n'importe quoi !

La direction
	20

	Noto de la sekciestro : 

Du punktoj de sfero povas kuniĝi per du geodeziaj arkoj konsistigantaj unu GRANDAN CIRKLON. Sed se tiuj punktoj N kaj S estas antipodaj, tiam tra tiuj ĉi pasas senlima kvanto da GEODEZIAJ LINIOJ ! … Du el tiaj « rektaj linioj de la sfero » difinas DUANGULON, kies du anguloj kaj  du lateroj  estas egalaj. La sumo de la anguloj valoras … kiom ajn !

La ĉefo


	

	
	


	« Complètement débile... »
	20

	« Tute stulta... »
	

	
	


	« Tâchons maintenant de comprendre pourquoi, tout à l'heure, Anselme avait trop de carrelage et de grillage »
	20

	« Ni provu nun kompreni kial, antaŭ kelka tempo, Anselmo havis troon da kahel-  kaj krad-aĵo ... »
	

	
	


	« (C) est le cercle qu'il trace et (∂) le cercle qu'il CROIT tracer. Il évalue l'aire à l'aide de la formule de géométrie plane πℓ² (π = 3,1416). L'aire réelle est la moitié de l'aire de la sphère : 2 πR². 

ℓ est le quart du périmètre, soit ½πR, et le rapport entre ces deux aires est  π²/8 = 1,233. Le rapport des périmètres est 2πℓ/2πR, soit π/2 = 1,57. Maintenant, si vous êtes sceptiques, essayez d'emballer une sphère avec un plan ! »
	20

	« (C) estas la cirklo, kiun li desegnas, kaj (∂) la cirklo kiun li KREDAS streki. Li  taksas l'areon helpe de la ebengeometria formulo : πℓ²  (π = 3,1416...). La reala aero estas la duono de l'surfaco de la sfero, t.e. 2 πR² ĉe kiu R estas la radiuso de la sfero, dum l estas la kvarono de la perimetro, t. e.  ½πR, do la rilatumo inter tiuj du aeroj estas π²/8 = 1,233. La rilatumo inter la perimetroj estas 2πℓ/2πR = π/2 = 1,57. Nun, se vi ne kredas min, iom provu paki sferon per ebenaĵo ! »
	

	
	


	« Zut ! Ça fait des plis ! »
	20

	« Diable ! Ne eblas sen faldoj »
	

	
	


	« Un plan ! Quel plan ?! »
	20

	« Ebeno ? Kia ebeno ? »
	

	
	


	Tant que Lanturlu n'a pas atteint l'équateur de la sphère, la CONCAVITÉ de son cercle lui paraît normale :
	21

	Dum Lanturlup' ne atingis la sfera ekvatoron, la KONKAVECO de lia cirklo ŝajnas al li normala :
	

	
	


	Parallèle
	21

	Paralelo
	

	
	


	Géodésique
	21

	Geodezilinio
	

	
	


	Ce cercle est un parallèle, alors que sa règle suit une GÉODÉSIQUE, c'est-à-dire un GRAND CERCLE de la sphère. 
	21

	Tiu cirklo estas paralelo, dum lia rektilo sekvas geodezilinion, tio estas GRANDAN CIRKLON de la sfero.
	

	
	


	A l'équateur, c'est-à-dire quand ℓ=π/2R, le parallèle se confond avec la géodésique et le cercle lui apparaît ''DROIT''.
	21

	Ĉe l'ekvatoro, tio estas kiam ℓ=π/2R, la paralelo konfuziĝas kun la geodezilinio kaj la cirklo ŝajnas al li « REKTA ». 
	

	
	


	EQUATEUR
	21

	EKVATORO
	

	
	


	Au-delà, la concavité de son cercle lui paraît s'inverser
	21

	Transe la konkaveco de lia cirklo ŝajnas nun inversa.
	

	
	


	Grand Cercle
	21

	Granda Cirklo
	

	
	


	« Où suis-je ? »
	21

	« Kie mi estas ? »
	

	
	

	Cette propriété explique comment on peut à volonté ''entrer'' ou ''sortir'' d'un cercle, sans le franchir, lorsqu'il est tracé sur une sphère.

Il faut imaginer ce cercle comme une bague élastique que l'on ferait glisser sur une boule de billard.
	21

	Tiu propreco klarigas kiel oni povas laŭvole « eniri » aŭ « eliri » cirklon, sen « transi » ĝin ! Kiam ĝi estas desegnita sur sfero.

Necesas imagi tiun cirklon kiel elasta ringo, kiun oni glitigus sur bilarda globo.
	

	
	


	Anselme mit un certain temps à digérer tous ces aspects, découverts par le mathématicien Gauss (1777-1855). Il décida de partir à la découverte du monde des SURFACES :
	22

	Anselmo bezonis certan tempon por « digesti » ĉiujn tiujn aspektojn, malkovritajn de la matematikisto Gaŭso (1777-1855). Li decidis foriri por esplori la mondon de la SURFACOJ. 
	

	
	


	Géométrie sphérique
	22

	Sfera geometrio
	

	
	


	« Bon, j'ai tout ce qu'il me faut : une règle, un rapporteur, de la ficelle, mon maillet. Allons-y... »
	22

	« Bone, mi havas ĉion  necesan : rektilo, angulmezurilo, ŝnureto, mia maleo. Ni iru ... »
	

	
	


	Parfois la science amène à prendre des risques.
	22

	Foje scienco kondukas onin al riskplenan vivon ...
	

	
	


	« Savoir ! »
	22

	« Scii ! »
	

	
	


	Ayant atteri dans un monde nouveau, Anselme déroule une nouvelle fois une GÉODÉSIQUE, mais, cette fois : 
	22

	Alterinĝinte en novan mondon, Anselmo malvolvas ankoraŭfoje GEODEZIAN LINION, sed tiun fojon :
	

	
	


	« Diable, cette surface semble ne mener nulle part ! »
	22

	« Diable, tiu surfaco nenie alkondukas ! »
	

	
	


	La géodésique ne se referme pas.
	22

	La geodezilinio ne fermiĝas.  
	

	
	


	A l'aide de trois fils bien tendus, Anselme construit un triangle, mais la somme des angles aux sommets se révèle, cette fois, inférieure à 180°
	22

	Helpe de tri fadenoj bone streĉitaj, Anselmo konstruas triangulon, sed la sumo de la verticaj anguloj riveliĝas, tiufoje, malsupera je 180°
	

	
	


	« Bon, v'là autre chose ! »
	22

	« Nu, jen alia problemo ! »
	

	
	


	Un cercle étant toujours l'ensemble des points situés à une même distance ℓ d'un point fixe, Lanturlu constate que ce cercle, tracé sur cette nouvelle surface, a un périmètre SUPÉRIEUR à 2πℓ, tandis que son aire EXCÈDE πℓ².

Dissipons les nuées : 
	23

	Cirklo estas plu l'aro de l'punktoj  situantaj je sama distanco l de fiksa punkto. Lanturlup'  konstatas, ke tiu cirklo, desegnita sur tiu nova surfaco, havas perimetron SUPERA je 2πℓ, kaj ties areo TRANSPASAS πℓ².

Ni forŝiru la nubojn :
	

	
	


	La surface affecte, cette fois, la forme d'un col de montagne ou d'une selle de cheval. Certains objets de votre vie de tous les jours peuvent également convenir : un cor de chasse ou ce type de tabouret : 
	23

	La surfaco prezentas tiufoje la formon de intermonto aŭ de ĉevala selo. Kelkaj objektoj de via ĉiutaga vivo povas egale taŭgi : ĉaskorno

aŭ tiu tipo de tabureto :
	

	
	


	PLAN
	23

	EBENO
	

	
	


	« Là, mon cher, je suis largué... »
	23

	« Tie mia kara amiko, mi estas sublasita ! »
	

	
	


	« mais non... »
	23

	« Ne, tute ne ... »
	

	
	


	« Pour avoir le fin mot de l'histoire, tournez la page. »
	23

écrit à l'envers sur la couverture du livre à terre :

	« Por ekhavi ideon pli precizan pri la temo, turnu la paĝon... »
	

	Eŭklida geometrio
	


	COURBURE :
	24

	KURBECO : 
	

	
	


	Une surface courbe est une surface où les théorèmes euclidiens ne marchent pas. La courbure peut être positive ou négative. 

Sur une surface à COURBURE POSITIVE, la somme des angles d'un triangle est supérieure à 180°. Si on trace un cercle de rayon ℓ, sa surface est inférieure à πℓ² et son périmètre inférieur à 2πℓ. 

Sur une surface à COURBURE NÉGATIVE la somme des angles d'un triangle est inférieure à 180°. Si on trace un cercle de rayon ℓ, sa surface est supérieure à πℓ² et son périmètre supérieur à 2πℓ. 
	24

	Kurba surfaco estas surfaco,  kie la Eŭklidaj teoremoj ne funkcias. La kurbeco povas esti pozitiva aŭ negativa.
 Sur surfaco kun POZITIVA KURBECO, la sumo de la anguloj de triangulo superas 180°. Se oni desegnas cirklon kun radiuso ℓ, ties surfaco malsuperas πℓ² kaj ties perimetro iĝas malsupera je 2πℓ.

Sur surfaco kun NEGATIVA KURBECO la sumo de la enguloj de triangulo malsuperas 180°. Se oni desegans cirklon kun radiuso ℓ, ties areo superas πℓ² kaj ties perimetro iĝas supera je 2πℓ.
	

	
	


	Tout à l'heure, Anselme avait constaté qu'en tentant de REVÊTIR une sphère, surface à courbure positive, avec un élément plan, des plis apparaissaient. Le revêtement d'une surface à courbure négative par un plan est également impossible : des craquements apparaissent. Ce test de l'emballage est le plus simple pour déterminer si la courbure est positive ou négative. 
	24

	Antaŭ kelka tempo Anselmo konstatis, provante PAKI sferon, kies surfaco estis pozitive kurba pere de ebena folio, ke faldoj aperas. Enpakado de surfaco negative kurba egale neeblus : krakŝiraĵoj aperus. Tiu pakado-testo estas la plej simpla por scii ĉu la kurbeco pozitivas aŭ negativas. 
	

	
	


	« Ça craque ! »
	24

	« Tio krakas ! »
	


	
	


	Comme on peut le voir sur la page précédente, les surfaces peuvent présenter des régions à courbure positive, d'autres à courbure négative. 
	24

	Kiel oni povas vidi sur la antaŭa paĝo, la surfacoj povas prezenti partojn pozitive kurbecaj, kaj aliajn negative.
	

	
	


	« Un cylindre, un cône, ont-ils une courbure ? »
	24

	« Ĉu cilindro aŭ konuso havas kurbecon ? »
	

	
	


	« Test de l'emballage »
	25

	« Pakad-testo ... »
	

	
	


	« Un cylindre, un cône, se laissent revêtir par un plan ! »
	25

	« Cilindron, konuson, oni povas bele pakumi per ebenaĵo ! »
	

	
	


	« Pas de panique. Je colle trois fils élastiques, c'est-à-dire trois géodésiques, sur mon cylindre à l'aide de ruban adhésif... »
	25

	« Mi ne paniku. Mi gluos tri elastajn fadenojn, t.e. tri geodezilinojn, sur mia cilindro pere de glubendo ...  »
	

	
	


	« Maintenant je marque mes géodésiques SUR la surface... »
	25

	« Nun mi strekas maiajn geodeziliniojn SUR la surfaco... »
	

	
	


	« Je met mon cylindre bien A PLAT »
	25

	
« Mi metas mian cilindron bone bone STREĈATA... »
	

	
	


	Suivant notre définition, les cylindres et les cônes, obéissant à la géométrie EUCLIDIENNE, sont des SURFACES PLANES !!!
	25

	
Laŭ nia difino, cilindroj kaj konusoj, obeantaj al EŬKLIDA geometrio, estas EBENAJ SURFACOJ !!!
	

	
	


	« Du calme !... »
	26

	« Kvietiĝu !... »
	

	
	


	LA NOTION D'ESPACE : 
	26

	LA NOCIO SPACO : 
	

	
	


	Tout à l'heure, des nuées empêchaient Anselme de voir plus loin que le bout de son nez... ou presque. S'il n'en avait pas été ainsi, il aurait pu percevoir la COURBURE de son ESPACE SPHÉRIQUE. 
	26

	Antaŭ kelka tempo, nuboj malpermesis Anselmon vidi pli malproksimen ol sia nazfino... aŭ preskaŭ. Se ne estus tiel, li povus  percepti la KURBECON de sia SFERA SPACO. 
	

	
	


	Il y a une autre façon d'empêcher Lanturlu de VOIR cette courbure : c'est de lui faire habiter la surface, de faire en sorte qu'il appartienne à celle-ci. 
	26

	Estas alia maniero malpermesi Lanturlupon VIDI tiun kurbecon : tio estas loĝigi lin sur la surfaco, fari tiel, ke li PARTOPRENU al tiu ĉi. 
	

	
	


	« Hé !? »
	26

	« He !! »
	

	
	


	On notera que cette situation nouvelle n'empêche nullement les
	27

	Oni notos, ke tiu nova situacio neniel malpermesas la : 
	

	
	


	Mesures de LONGUEURS
	27

	Mezuradojn de de LONGOJ ...
	

	
	


	d'ANGLES
	27

	...ANGULOJ...
	

	
	


	De SURFACES
	27

	...aŭ AREOJ
	

	
	


	Bien qu'étant confiné DANS la surface, Anselme aurait très bien pu constater la courbure et définir son signe (positif ou négatif), et même la mesurer, sans pour cela être capable de la VOIR. Si la somme des angles d'un triangle vaut 180°, alors cette surface est PLANE. 

Si cette somme excède 180°, la courbure est positive et Anselme peut calculer le rayon de courbure R local à l'aide de la formule : A+B+C = 180(1+A/3,14R²) degrés où A est l'aire du triangle. 

Si cette somme est inférieure à 180°, on peut définir un rayon de courbure R, donné par  : A+B+C =  180(1-A/3,14R²) mais il n'a plus le sens physique habituel. 

On notera qu'un PLAN peut être assimilé à une surface ayant un rayon de courbure R infini. 

On retrouve alors tous les théorèmes d'Euclide. 
	27

nb: bien sûr toujours un chapeau sur les simboles d'angles

	Kankam limigita EN la surfaco, Anselmo bonege povus konstati la kurbecon kaj determini  ĝian sencumon (pozitiva aŭ negativa) kaj eĉ mezuri  ĝin, sen tamen VIDI ĝin. Se la sumo de l'anguloj de triangulo valoras 180°, tiam tiu surfaco EBENAS.
Se tiu sumo superas 180°, la kurbeco pozitivas, kaj Anselmo povas kalkuli  la kurbecan radiuson R en tiu loko helpe de la formulo A+B+C=180(1+A/πR²) gradoj, kie A estas l'areo de la triangulo. 

Se tiu sumo malsuperas 180°, oni povas difini kurbecan radiuson R donita de A+B+C=180(1-A/3,14R²), sed ĝi ne plu havas sian fizikan sencon kutiman. Oni notos, ke EBENON oni povas rigardi kiel simila al surfaco kun kurbeca radiuso = nefinio.

Ni tiam retrovas ĉiujn Eŭklidajn teoremojn. 
	

	
	


	COURBURE POSITIVE
	27

	POZITIVA KURBECO
	

	
	


	COURBURE NÉGATIVE
	27

	NEGATIVA KURBECO
	

	
	


	LE CONCEPT DE DIMENSION
	28

	LA KONCEPTO DIMENSIO 
	

	
	


	Le nombre de dimensions est simplement le nombre de quantités, de coordonnées, qu'il faut se donner, dans un espace quelconque, pour y définir un POINT. 

Les SURFACES sont des représentations d'espaces à deux dimensions. Les quantités servant au repérage peuvent être des longueurs, des nombres, des angles...
	28

	La nombro da dimensioj estas simple la nombro da kvantoj, da koordinatoj, kiuj estas necesaj, en ajna spaco, por difini PUNKTON. 

La surfacoj estas bildigoj de spacoj kun du dimensioj. La kvantoj uzataj por la lokalizado povas esti longoj, nombroj, anguloj ...
	

	
	


	Cheval en G4
	28

	Ĉevalo en G4
	

	
	


	Longitude, latitude
	28

	Longitudo, latitudo
	

	
	


	On a coutume de dire que notre espace, si on excepte le temps, a trois dimensions
	28

	Oni kutimas diri, ke nia spaco, se oni esceptas la tempon, havas tri dimensiojn.
	

	
	


	« Tu es dans un espace à trois dimensions »
	28

	« Vi estas en spaco tri-dimensia. »
	

	
	


	« Je suis dans QUOI ?!? »
	28

	« Mi estas en KIO ?!? »
	

	
	


	Anselme observe la mouche.
	28

	Anselmo observas la muŝon...
	

	
	


	Site
	29

	Altangulo
	

	
	


	Azimuts

Parallaxe
	29

	Azimutoj

Paralakso
	

	
	


	Anselme repère les objets par rapport à son corps, à sa boîte crânienne. La position d'un objet ponctuel est connue à l'aide de trois ANGLES : le site et les calages azimutaux de ses deux yeux : β1 et β2.

La différence angulaire β1 – β2 s'appelle la parallaxe.

Dans le cerveau d'Anselme, s'effectue un décodage qui transforme cette parallaxe en distance. 
	29

	Anselmo lokalizas objektojn rilate al lia korpo, lia cerbujo. La pozicion de punkta objekto oni konas per tri ANGULOJ : la altangulo  α kaj la azimutaj lokigiloj β1 and β2 de liaj du okuloj. 

La angula diferenco  β1 – β2 nomiĝas PARALAKSO.

En la Anselma cerbo okazas malkodado, kiu eltiras el tiu paralakso distancon. 
	

	
	


	LE PLONGEMENT :
	29

	LA MERGIĜO :
	

	
	


	Mais la mouche évolue également sur le globe sphérique de la lampe où sa position, dans cet espace bidimensionnel, peut être repérée à l'aide de deux angles θ et φ (longitude et latitude).
	29

	Sed la muŝo delokiĝas sur la lampa sfera globo, kie ĝian pozicion, en tiu du-dimensia spaco, oni povas lokalizi per du anguloj  θ kaj φ (longitudo kaj latitudo).
	

	
	


	Nous dirons que cet espace à deux dimensions est PLONGÉ dans notre espace à trois dimensions. 
	29

	Ni diros, ke tiu dudimensia spaco MERGIĜAS en en la tridimensia spaco nia.
	

	
	


	Supposons que la mouche suive une courbe (φ) tracée sur la sphère. On pourra repérer sa position à l'aide d'une seule coordonnée (sa distance s à un point d'origine, comptée algébriquement)

Une courbe est une image d'un espace à UNE dimension. 

Cet espace unidimensionnel est plongé dans un espace bidimensionnel (sphère), lui-même PLONGÉ dans un espace tridimensionnel. 

Ainsi l'espace où nous évoluons pourrait être plongé dans un espace de dimension supérieure sans que nous puissions en avoir conscience. 
	30

	Ni supozu : la muŝo sekvas kurbon (φ) sur la sfero. Oni povos lokalizi ĝian pozicion per unu koordinato (ĝia distanco s al devena punkto  algebre kalkulita)
Kurbo estas bildigo de UNUdimensia spaco.
Tiu spaco mergiĝas en en iu dudimensia (sfero), ĝi mem MERGIĜAS en tridimensia spaco.
Tiel la spaco, kie ni moviĝas, povus mergiĝi en spaco kun supera dimensio-nombro sen, ke ni konsciu pri tio.
	

	
	


	« Attention ! Un univers peut en cacher un autre ! »
	30

	« Atentu universo povas kaŝi alian ! »
	

	
	


	« Ah, pas de métaphysique voulez-vous ! »
	30

	« Ha, ne diru metafizikaĵojn mi petas ! »
	

	
	


	« Savez-vous, mon cher, que nous nous définissons dans un espace à une dimension »
	30

	« Ĉu vi scias, estimata, ke ni definiĝas en spaco unudimensia ? »
	

	
	


	« Ouh là là ! Moi, les espaces unidimensionnels, j'aime pas ça ! »
	30

	« Aj, aj ! Mi la spacojn unudimensiajn ne tre ŝatas ! »
	

	
	


	« La distance AC est de un mètre »
	30

	« La distanco AC longas unu metron. »
	

	
	


	« B est entre A et C »
	30

	« B estas inter A kaj C. »
	

	
	


	« Même si la ficelle est tortillée en tous sens, B est toujours entre A et C, et la longueur AC est toujours de un mètre. »
	31

	« Eĉ se la ŝnureto tordetiĝas en ĉiaj direktoj, R ĉiam staras inter A kaj C, la longo AC ĉiam estas unu metro. »
	

	
	


	« Exact »
	31

	« Ĝuste »
	

	
	


	Cec suggère que certaines propriétés peuvent être indépendantes de la manière dont s'effectue le prolongement.
	31

	Tio pensigas, ke  kelkaj proprecoj povas sendependi de la maniero, kiel efektiviĝas la mergiĝo. 
	

	
	


	Voici différentes manières de PLONGER une COURBE FERMÉE dans l'espace ordinaire. Cette FERMETURE est une propriété indépendante du plongement. 
	31

	Jen diversaj manieroj MERGI iun FERMITAN KURBON en la kutima spaco. Tiu FERMO estas propreco sendependa de la mergiĝo. 
	

	
	


	Mais nous nous sommes bien gardés d'étirer ou de contracter la ficelle, afin de ne pas modifier les LONGUEURS entre des points successifs. Nous allons maintenant PLONGER des SURFACES dans l'espace à trois dimensions ordinaire. 
	31

	Sed ni nin bone gardis el plilongigi aŭ kuntiri la ŝnureton, por ne modifi la LONGOJN inter su sinsekvaj punktoj. Nun ni MERGOS iujn SURFACOJN en la kutima tridimensia spaco.
	

	
	


	Si nous PLONGEONS un PLAN dans l'espace à trois dimensions ordinaire, nous pouvons le déplacer, le faire tourner, sans modifier sa GÉOMÉTRIE
	31

	Se ni MERGAS iun EBENON en kutima spaco tridimensia, ni povas movi ĝin, turni ĝin, sen modifi ties GEOMETRIAJN proprecojn.
	

	
	


	PLAN
	31

	EBENO
	

	
	


	ESPACE ORDINAIRE A TROIS DIMENSIONS
	31

	KUTIMA SPACO TRIDIMENSIA
	

	
	


	Nous avons vu que le fait de déformer un plan suivant un cylindre ne modifiait ni les géodésiques, ni les angles. 

Dans cette optique, une tôle ondulée a toujours une géométrie PLANE, EUCLIDIENNE.

Un habitant d'un tel espace bidimensionnel, euclidien, n'aurait aucune conscience des translations, rotations ou ondulations, qui ne seraient que des variations du mode de plongement dans l'espace tridimensionnel.
	32

	Ni vidis, ke deformi ebenaĵon laŭ  cilindro ne modifis la geodeziliniojn, nek l'angulojn.
Laŭ tiu vidpunkto, onda lado  ĉiam geometriumas kiel EBENO EŬKLIDA. 
Loĝanto de tia dudimensia spaco, Eŭklida, neniel konscius pri la translacioj, rotacioj aŭ ondadoj, kiuj estas nur varioj de la tipo de mergiĝo en la tridimensia spaco.
	

	
	


	« Semblablement, notre espace tridimensionnel pourrait être lui même plongé dans un espace ayant un nombre supérieur de dimensions, sans que nous puissions nous en apercevoir. En effet, un tel plongement n'affecterait pas les géodésiques de notre espace, donc notre perception, basée sur la lumière, laquelle suit les géodésiques de l'espace. »
	32

	« Simile, nia tridimensia spaco povus mem mergiĝi en alia spaco havanta pli da dimensioj, sen ke ni povus konscii tion.
Fakte tia mergiĝo ne trafus la geodeziliniojn niaspacajn, nian percepton do, bazita sur la lumo, kiu sekvas la geodeziajn liniojn de l'spaco.»
	

	
	


	« On pourrait ainsi envisager, entre deux points, un trajet plus court que le trajet suivi par la lumière »
	32

	« Oni povus tial konsideri, inter du punktoj, vojiron pli mallongan ol tiu sekvata de la lumo. »
	

	
	


	« He, vi diras ... »
	32

	« He, vi diras ! »
	

	
	


	« Je vous vois venir !

Vous êtes en train de m'entraîner vers la science-fiction »
	32

	« Mi divenis kion vi celas ! Vi volas altiri min al  sciencfikciaĵoj ! »
	

	
	


	« Qu'est-ce que tu fais ? »
	32

	« Kion vi faras ? »
	

	
	


	« J'explore le fond de ma coquille »
	32

	« Mi esploras la fundon de mia konko. »
	

	
	


	Prenons un élément de plan et plions-le : 
	33

	Ni prenu eron el ebeno kaj faldu ĝin :
	

	
	


	élastique
	33

	elasto
	

	
	


	(NC)
	33



	« La faldado neniel ŝanĝas la desegnon de mia geodezilinio ! »
	

	
	


	Sur une feuille de papier, à l'aide d'une règle, tracez tout un lot de droites, de géodésiques, puis chiffonez la feuille. Vous avez toujours sous les yeux les géodésiques de la surface, avec ou sans plis.
	33

	Sur paperfolio, helpe de rektilo, desegnu tutan aron da rektoj, geodezilinioj, poste ĉifu la folion. Sub viaj okuloj vi plu havos senŝanĝe la geodeziajn liniojn de la surfaco, kun aŭ sen faldoj !
	

	
	


	« Mais cette première partie du voyage n'était que de la roupie de sansonnet, puisque la prochaine étape passe par les : »
	33

	« Sed tiu unua parto de la vojaĝo estis nur frivola bagatelaĵo, ĉar la venonta etapo pasas tra la : » 
	

	
	


	ESPACES TRIDIMENSIONNELS COURBES
	33

	TRIDIMENSIAJ SPACOJ KURBECAJ
	

	
	


	« Je veux descendre !!! »
	33

	« Vi volas eliri !!! »
	

	
	


	« Monsieur Lanturlu ? »
	34

	« Sinjoro Lanturlup' ? »
	

	
	


	« Je suis le représentant de la maison Euclide et Cie. Nous savons que vous avez eu... euh... quelques déboires avec notre matériel. »
	34

	« Mi estas la vojaĝanta komizo de la firmao Eŭklido kaj K-io. Ni scias, ke vi suferis hm … malagrablaĵojn uzante nian materialon. »
	

	
	


	« Certes »
	34

	« Certe »
	

	
	


	EUCLIDE ET CIE
	34

	EŬKLIDO K. K-IO
	

	
	


	« J'ai ici de nouveaux articles qui, cette fois, devraient vous donner entière satisfaction »
	34

	« Mi havas ĉi tie novajn artiklojn kiuj, ĉifoje, devus doni al vi plenan kontenton. » 
	

	
	


	« Montrez toujours »
	34

	« Montru. »
	

	
	


	FLUIDE COSMIQUE

SPACIOTEST
	34

	KOSMA FLUIDAĴO
SPACO-TESTO
	

	
	


	« L'Avenir est au tridimensionnel. Voyez-vous, la géométrie à deux dimensions est un peu... 

... dépassée »
	34

	« La estonteco estos tridimensia. Dudimensia geometrio estas, nu iom … pretertempa. »
	

	
	


	Notre nouveau nécéssaire à géodésiques...
	34

	Jen nia nova ilaro por geodezilinioj ...
	

	
	


	... se compose de barres rigides, s'ajustant parfaitement les unes dans les autres.
	34

	... kiu konsistas el rigidaj stangoj perfekte alĝustigeblaj unu al la aliaj.
	

	
	


	« qui vous permettent de n'aller ni à droite, ni à gauche, ni en haut, ni en bas, mais TOUT DROIT ! »
	34

	« Kiuj permesos al vi iri nek dekstren nek maldekstren, nek alten nek malalten... sed TUTREKTEN ! »
	

	
	


	« Pour la mesure des surfaces, cette peinture. Cent grammes au mètre carré, exactement. »
	35

	« Por mezuri surfacojn, uzu tiun farbon, po cent gramoj sur unu kvadrata metro, ekzakte. »
	

	
	


	« Ingénieux »
	35

	« Sagaca ! »
	

	
	


	« Pour la mesure des volumes, emplissez ceux-ci de gaz. Vous lisez directement la valeur sur le débimètre du SPATIOTEST »
	35

	« Por la mezuro de volumeno, plenigu tiun ĉi per gaso. Vi rekte legas la valoron sur la flumezurilo de la SPACOTESTO. » 
	

	
	


	« Et rappelez-vous : surface de la sphère : 4πℓ², volume 4/3πℓ³ »
	35

	« kaj bone memoru : sfera surfaco : 4πℓ², volumeno 4/3πℓ³. »
	

	
	


	« Entendu »
	35

	« Konsentite. »
	

	
	


	EUCLIDE ET CIE
	35

	EŬKLIDO K. K-io.
	

	
	


	« Quel métier ! »
	35

	« Aĉa metio ! »
	

	
	


	Anselme a atterri, cette fois, dans un espace tridimensionnel et nous allons le suivre dans son exploration
	35

	Anselmo alteriĝis ĉifoje en tridimensia spaco kaj ni nun sekvos lin en lia esploro.
	

	
	


	« Du beau matériel. Et ces tiges font juste un mètre »
	36

	« Bela ilaro. Kaj tiuj stangoj longas ekzakte unu metron. »
	

	
	


	Mais, après avoir posé une bonne quantité de tiges...
	36

	Sed alĝustiginte solidan kvanton da stangoj ...
	

	
	


	« ça y est, ça recommence comme tout à l'heure ! »
	36

	« Jen la sama afero ! »
	

	
	


	« ma géodésique se referme sur elle-même ! »
	36

	« Mia geodezia linio fermiĝas sur si mem ! »
	

	
	


	« Un espace tridimensionnel fermé ? »
	36

	« Tridimensia spaco fermita ? »
	

	
	


	« C'est la fin de tout »
	36

	« Finiĝas ĉio »
	

	
	


	Anselme, qui s'était arrêté pour casser la croûte sur un astéroïde, décida de revenir à la méthode de mesure des angles.
	36

	Anselmo, kiu haltis, por manĝi ion sur planedeto, decidis reveni al la angulmezura metodo.
	

	
	


	« Comme tout à l'heure, je vais utiliser trois GÉODÉSIQUES, pour constituer un TRIANGLE »
	36

	« Kiel antaŭe, mi uzos tri GEODEZILINIOJN por konstrui TRIANGULON. »
	

	
	


	« mes géodésiques sont convenablement emboîtées, et pourtant la somme de mes trois angles est supérieure à 180° !!... »
	37

	« Miaj geodezilinioj ĝuste juntas, kaj tamen la sumo de miaj tri anguloj superas 180° ! »
	

	
	


	« Bon »
	37

	« Bone... »
	

	
	


	SPACIOTEST
	37

	SPACOTESTO
	

	
	


	« Une sphère de rayon ℓ est l'ensemble des points situés à une distance ℓ d'un point fixe, que j'appelerais N »
	37

	« Sfero kun radiuso ℓ estas l'aro de la punktoj situantaj je distanco ℓ de fiksa punkto, kiun mi nomos N»
	

	
	


	« Je vais en fabriquer une et je mesurerais son volume et sa surface »
	37

	« Mi elfaros unu, kaj mi mezuros ties volumon kaj surfacon. »
	

	
	


	« Voilà déjà le volume qui est inférieur à 4/3πℓ³ ! »
	37

	« Jen jam la volumeno malsuperas  4/3πℓ³ ! »
	

	
	


	« La surface qui est inférieur à 4πℓ² »
	37

	« La surfaco malsuperas 4πℓ²... »
	

	
	


	« je me suis encore fait avoir »
	37

	« Denove oni trompis min. »
	

	
	


	Anselme accroît encore le rayon ℓ de la sphère
	38

	Anselmo ankoraŭ pligrandigas la sferan radiuson l
	

	
	


	SPACIOTEST
	38

	SPACOTESTO
	

	
	


	PLAN
	38

	EBENO
	

	
	


	« Ça alors, ma sphère est devenue... plate ! »
	38

	«Strange mia sfero iĝis ebena ! »
	

	
	


	Encore et encore...
	38

	Ankoraŭ kaj ankoraŭ ...
	

	
	


	« maintenant sa concavité s'inverse ! »
	38

	« Nun la konkaveco inversiĝas ! »
	

	
	


	« c'est à n'y rien comprendre »
	38

	« Mi komprenas nenion. »
	

	
	


	Un peu plus tard :
	38

	Iom pli malfrue :
	

	
	


	« mais... la paroi se referme sur moi ! »
	38

	« Sed …. la parieto fermiĝas ĉirkaŭ mi ! »
	

	
	


	« Vite, couper la bouteille ! »
	38

	« Tuj fermi la botelon ! »
	

	
	


	« Ouf ! »
	39

	« Uf ! »
	

	
	


	Ainsi, en gonflant un ballon tout bête dans un espace à trois dimensions, Lanturlu a fini par se retrouver... DEDANS !
	39

	Tial  ŝveligantes simplan balonon en tridimensia spaco, Lanturlup' fine trovis sin INTERNE … de ĝi !
	

	
	


	S'il n'avait pas coupé la bouteille à temps, il aurait péri écrasé, tout comme il avait fini par se retrouver emprisonné par sa clôture, page 13.
	39

	Se li ne estus ĉesiginta la gasan elfluon el la botelo, li pereus per dispremado, tutsame kiel li trovis sin enfermata de lia ĉirkaŭbarilo, en la paĝo 13. 
	

	
	


	Avec la meilleure volonté du monde, on ne peut plus maintenant VISUALISER la COURBURE de cet espace tridimensionnel. Ses géodésiques se referment et son volume ne représente qu'un nombre FINI de mètres cubes, de même que la surface de notre planète, surface fermée, n'offre qu'un nombre FINI de mètres carrés.

La somme des angles d'un triangle, de cet espace à trois dimensions, est supérieure à 180°. Pour ''VOIR'' sa courbure, il faudrait être capable de percevoir dans quatre dimensions.
	39

	Eĉ kun pleja bonvolo, oni ne plu povas nun VIDEBLIGI la KURBECON de tiu 
tridimensia spaco. Ĝiaj geodeziliioj fermiĝas, kaj ĝia volumeno prezentas nur FINIAN kvanton da kubaj metroj, same kiel la surfaco de nia planedo, kiu ankaŭ fermiĝas kvantas FINIAN nombron da kvadrataj metroj. La sumo de la anguloj de triangulo de tiu tridimensia spaco superas 180°. Por KONSCII ĝian kurbecon, necesus havi kapablon percepti en kvar dimensioj.
	

	
	


BLEB !

	On peut toujours se dire que notre UNIVERS à trois dimensions est une HYPERSURFACE, plongée dans un espace à quatre dimensions, lui-même peut-être hypersurface plongée dans un espace à cinq dimensions, etc...

Mais, de nos jours, il n'est pas de bon ton de dire de telles choses. 
	39

	Jes ja, oni ĉiam povas pensi, ke nia tridimensia UNIVERSO estas HIPERSURFACO, kiu mergiĝas en spaco kvardimensia, kiu meme eble estas hipersurfaco mergita en spaco kvindimensia, ktp …

Sed niatempe, ne estas bontona diri tiajn aferojn.
	

	
	


	« Avec des idées pareilles, où va-t-on ? Je vous le demande ? »
	39

	« Per tiaj strangaj ideoj, kien ni iras ? Mi demandas al vi ? »
	

	
	


	« Ce qui existe, c'est ce que je PERÇOIS ! »
	39

	« Kio ekzistas estas, kion mi PERCEPTAS ! »
	

	
	


	« Le reste, c'est de la... métaphysique ! »
	39

	« La cetero estas … metafiziko ! »
	

	
	


	Sur sa sphère, en agrandissant le rayon ℓ de son domaine, Lanturlu avait fini par se retrouver aux antipodes S du point N, centre de son cercle, et étouffé par sa propre clôture. 
	40

	Sur lia sfero, pligrandigante la radiuson ℓ de sia bieno, Lanturlup' fine troviĝis en la antipodo S de l'punkto N, centro de sia cirklo, kaj sufokata per sia propra ĉirkaŭbarilo.
	

	
	


	Dans l'espace tridmensionnel à courbure positive, même chose. 

Dans cet espace bidimensionnel qu'est la sphère, Anselme rencontrait l'EQUATEUR quand il avait enclos la moitité de la surface disponible. L'EQUATEUR de l'espace Tridimensionnel HYPERSPHÉRIQUE existe aussi. 

Anselme y parvient lorsque son ballon occupe la moitié du volume disponible. Sur la sphère, le cercle équateur lui apparaissait comme une DROITE. De même, dans l'espace hypersphérique, le ''ballon équateur'' aura pour lui l'apparence d'un PLAN. 

Au-delà de l'équateur, la CONCAVITÉ du ballon s'inverse et il vient automatiquement se centrer sur le point antipodal S du point N, centre du ballon.
	40

	En la tridimensia spaco pozitive kurba, sama afero.
En tiu dudimensia  spaco, kio estas la sfero, Anselmo renkontis la EKVATORON kiam li estis ĉirkaŭbarinta la duonon de la disponebla sufaco. Ankaŭ en tridimensia spaco HIPERSFERA ekzistas EKVATORO.
Anselmo ĝin atingas, kiam sia balono okupas  la duonon de la disponebla volumeno. Sur la sfero, la ekvatora cirklo aperis al li kiel REKTO. Simile, en la la hipersfera spaco, la « ekvatora balono » havos por li aspekton de EBENO. 
Trans la ekvatoro la KONKAVECO de la balono inversiĝas, kaj ĝi aŭtomate centras sin sur S, la punkto antipoda de la punkto N centro de l'balono.
	

	
	


	« Sur une sphère, tout point possédait un antipode. Il en est de même pour un espace hypersphérique à trois dimensions bien que cela soit un peu difficile à comprendre »
	40

	« Sur sfero, ĉiu punkto havis antipodon. Estas same ĉe hipersfera tridimensia spaco, kvankam tio estas iom malfacila por kompreni. »
	

	
	


	« Je ne comprend plus RIEN »
	40

	« Mi nenion plu komprenas. »
	

	
	


	« Des ennuis ? »
	41

	«Ĉu problemoj ? »
	

	
	


	« C'est-à-dire, heu... tout se mélange un peu dans ma tête. »
	41

	« Tio estas, hm … Ĉio iom miksiĝas en mia cerbo. »
	

	
	


	« Je m'appelle Sophie. Les courbures en tous genres c'est mon rayon. »
	41

	« Mi nomiĝas Sofio, mi estas sperta pri ĉies kurboj. »
	

	
	


	« La navigation dans les hypersphères, ça surprend toujours un peu au début. Il faut éviter de se bloquer. On s'y fait petit à petit. »
	41

	« Krozado en la hipersferoj estas ĉiam iom surprizveka komence. Oni evitu angori. Iom post iom oni alkutimiĝos. »
	

	
	


	« J'ai un peu perdu le fil... »
	41

	« Mi iom perdis la penslinion … . »
	

	
	


	« moui... »
	41

	« jes .... »
	

	
	


	« mais, le CENTRE de cette hypersphère, où est-il ? »
	42

	«sed kie situas la CENTRO de tiu hipersfero ? »
	

	
	


	« Si je dessine un cercle sur un PLAN, on est bien d'accord que c'est une représentation d'un espace à une dimension, fermé, PLONGÉ dans un espace à deux dimensions : le PLAN. »
	42

	« Se mi desegnas cirklon sur EBENO, vi konsentas ke tio estas bildigo de spaco unudimensia fermita, MERGITA en spaco dudimensia : EBENO. »
	

	
	


	« Et le centre du cercle N'EST PAS sur le cercle. »
	42

	« Kaj la centro de l'cirklo NE TROVIĜAS sur la cirklo. »
	

	
	


	« Une sphère représente un espace fermé à DEUX dimensions, PLONGÉ dans un espace à trois. Le centre de cette sphère N'EST PAS non plus sur la sphère. Il est dans l'espace à trois dimensions. »
	42

	« Sfero bildigas fermitan spacon DU-dimensian, MERGITA en spaco TRI-dimensia. Ankaŭ la centro de la sfero NE TROVIĜAS sur la sfero. Ĝi estas en la tridimensia spaco. »
	

	
	


	« Le centre d'un espace hypersphérique à trois dimensions pourrait se situer dans un espace à quatre, en supposant qu'il y soit PLONGÉ. Et ainsi de suite...

Ainsi le centre d'un espace hypersphérique à quatre dimensions serait dans un espace à cinq, etc... » 
	42

	« La centro de spaco hipersfera tridimensia, povus troviĝi en spaco kvardimensia, supozante, ke ĝi MERGIĜUS en ĝi. Kaj simile plu …
Tial la centro de spaco hipersfera kvardimensia troviĝus en spaco kvindimensia, ktp .... »
	

	
	


	« Tiens, te revoilà, dans ton monde à deux dimensions, plaqué dessus, comme une petite décalcomanie »
	43

	« Vidu, jen vi, denove, en via dudimensia mondo, alpreme gluita, kiel eta transigobildo.»
	

	
	


	« Et tu commences à gonfler ton cercle, qui n'est qu'une sphère à une dimension »
	43

	« Kaj vi komencas ŝveligi vian cirklon, kiu estas ĉi tie sfero unudimensia... »
	

	
	


	« Dans un espace à deux dimensions, une frontière délimite une surface. Alors que, dans un espace à trois dimensions, elle délimite un volume. »
	43

	« En spaco dudimensia, limo dispartigas surfacon. Dum en spaco tridimensia, ĝi dispartigas volumenon. »
	

	
	


	« Là, c'est quand j'arrive à la moitié de cet espace sphérique. »
	43

	« Tie estas  kiam mi alvenas ĉe la duono de tiu sfera sapco. »
	

	
	


	« Dans un espace à 4 dimensions, une frontière aurait trois dimensions, et délimiterait un hypervolume à quatre dimensions. »
	43

	« En spaco kvardimensia limo havus tri dimensiojn, kaj determinus hipervolumon kvardimensian. »
	

	
	


	« ça y est il recommence ! »
	43

	« Denove li deliras ! »
	

	
	


	« filons ! »
	43

	« ni forfuĝu ! »
	

	
	


	« Regarde, ici, ton cercle, qui est un ''ballon à une dimension'', commence à contenir plus de la moitié de l'espace disponible. Il commence à se refermer sur toi, en convergeant ves le point antipodal S. »
	43

	« Rigardu tie-ĉi vian cirklon, kiu estas « balono kun unu dimensio » komencas enteni pli ol la duono de la disponebla spaco. Ĝi komencas fermiĝi ĉirkaŭ vi, konverĝante al la antipoda punkto S. »
	

	
	


	« De même, dans mon espace courbe à trois dimensions, lorsque j'injecte plus de la moitié du volume total, le ballon se referme sur moi, en convergeant vers le point antipodal. »
	44

	« Same en mia kurba spaco tridimensia, kiam mi enŝprucigas pli ol la duono de la totala volumeno, la balono fermiĝas ĉirkaŭ mi, konverĝante al la antipoda punkto. »
	

	
	


	« Car la sphère, dans cet espace tridimensionnel courbe, a évidemment deux centres, qui sont antipodaux. »
	44

	« Ĉar la sfero, en tiu tridimensia kurba spaco, memekompreneble posedas du centrojn, kiuj estas antipodaj. »
	

	
	


	« J'ai compris ! »
	44

	« Mi komprenis ! »
	

	
	



	« Enfin, je ne sais pas exactement ce que j'ai compris, mais j'ai l'impression d'avoir compris quelque chose »
	44

	« fakte mi ne ekzakte scias, kion mi komprenis, sed mi sentas la impreson, ke mi komprenis ion. »
	

	
	


	« Quelle angoisse ! »
	44

	« Kia angoro ! »
	

	
	


	« Mais non, Anselme, quand il y a plus de trois dimensions, COMPRENDRE C'EST EXTRAPOLER »
	44

	« Tute ne, anselmo, kiam estas pli ol tri dimensioj, KOMPRENI ESTAS EKSTERPOLI. »
	

	
	


	« J'extrapole sans le savoir »
	44

	« Mi faras eksterpolon sen ĝin scii ! »
	

	
	


	« Le dessin, c'est vous qui allez le faire...

... dans votre tête ! »
	44

	« La desegnon, vi elpensos… en via cerbo ! »
	

	
	


	« maintenant, je prend un espace à trois dimensions où je place des sphères à deux dimensions, des tas de petits univers bidimensionnels. »
	45

	« Nun mi prenas tridumensian spacon, kie mi metas dudimensiajn sferoj, multege da dudimensiaj universoj. »
	

	
	


	Ces univers peuvent s'interpénétrer. Leurs points communs se répartissent suivant des cercles, objets à une dimension.
	45

	Tiuj universoj povas interpenetri unu la alian. Iliaj komunaj punktoj distribuiĝas laŭ cirkloj, objektoj dudimensiaj. 
	

	
	


	De même, des cercles, objets à une dimension, placés sur une feuille de papier (2 dimensions) se couperaient suivant des POINTS. (On a coutume de dire que le POINT a la dimension zéro.)
	45

	Simile, cirkloj, objektoj unudimensiaj, lokitaj sur paperfolio (dudimensia) sekciiĝus laŭ PUNKTOJ. (Oni kutimas diri, ke punkto estas nuldimensia.) 
	

	
	


	Une sphère pourra alors être considérée comme l'intersection de deux ''bulles'' tridimensionnelles, évoluant dans un espace à quatre.
	45

	Sferon oni tiam povos rigardi kiel intersekco de du tridimensiaj « vezikoj », disvolviĝantaj en spaco kvardimensia. 
	

	
	


	Et ainsi de suite : un espace Tridimensionnel courbe, hypersphérique, pourra lui-même être considéré comme l'intersection de deux bulles de savon à quatre dimensions, évoluant dans un espace à cinq.
	45

	Kaj tiel plu : kurba spaco tridimensia, hipersfera, mem povos esti rigardata kiel intersekco  de du vapvezikoj kvardimensiaj, disvolviĝantaj en spaco kvindimensia. 
	

	
	


	Anselme et Sophie, après avoir connu les vertiges de l'extrapolation, reprennent l'exploration de nouveaux mondes tridimensionnels.
	46

	Anselmo kaj Sofio, post esti malkovrintaj la kapturnojn de eksterpolado, plian fojon esploras novajn mondojn tridimensiajn. 
	

	
	


	« Les mathématiques ne sont plus ce qu'elles étaient »
	46

	« Matemetiko ne plu estas kia antaŭe. »
	

	
	


	« Tu vois, ça c'est un ruban adhésif tridimensionnel, pour les géodésiques. La partie collante est au bout... évidemment. »
	46

	
« Ĉu vi vidas, tio estas glubendo tridimensia, por geodezilinioj. La gluiga parto estas ĉe la fino …. kompreneble. »
	

	
	


	« Dis donc, dans cet espace, les géodésiques n'ont pas l'air de se refermer. Et maintenant quand je gonfle le ballon du SPATIOTEST, le volume débité est supérieur à 4/3πℓ³, tandis que la surface est supérieure à 4πℓ². Quant à la somme des angles d'un triangle, elle est cette fois inférieure à 180° » 
	46

	« Jen diru, en tiu spaco, geodeziaj linioj ŝajnas ne fermiĝi. Kaj nun, kiam mi ŝveligas  la balonon de la SPACOTESTO, la elfluanta volumeno superas  4/3πℓ³ ; kaj la surfaco superas 4πℓ². Kaj pri la sumo de la anguloj de triangulo, tiu ĉifoje malsuperas 180°. »
	

	
	


	« Rappelle-toi, page 23, tu es à nouveau dans un espace à courbure NÉGATIVE. »
	46

	« Memoru la paĝon 23, vi troviĝas denove en spacco kun NEGATIVA kurbeco. »
	

	
	


	RÉSUMÉ : 
	47

	RESUMO : 
	

	
	


	« Dans les espaces à trois dimensions, beaucoup de choses peuvent arriver, tu sais. C'est comme pour les surfaces, qui sont, elles, des espaces à deux dimensions. Ainsi, si la somme des angles d'un TRIANGLE, dans un espace à trois dimensions, est supérieure à 180°, nous dirons que la courbure est positive. En y formant une sphère de rayon ℓ, tu trouveras par le SPATIOTEST un volume inférieur à 4/3πℓ³ et une surface inférieure à 4πℓ². Cet espace, dit HYPERSPHÉRIQUE, se refermera sur lui-même. Si la somme des angles d'un Triangle, dans un espace tridimensionnel, est inférieure à 180°, alors la courbure sera négative. Le volume d'une sphère de rayon ℓ sera supérieur à 4/3πℓ³ et sa surface supérieure à 4πℓ². Cet espace aura une extension infinie. »
	47

	« En la tridimensiaj spacoj, multaj aferoj povas okazi, vi scias. Kiel pri surfacoj, kiuj estas spacoj kun du dimensioj. Do se la sumo de la anguloj de TRIANGULO, en tridimensia spaco, superas 180°, ni diras, ke la kurbeco estas pozitiva. Se vi formas en ĝi sferon kun radiuso ℓ, vi trovos, per la SPACOTESTO volumenon malsuperan je 4/3πℓ³ kaj surfacon malsuperan je  4πℓ². Tio spaco kvalifita je HIPERSFERA, meme fermiĝos. Se la sumo de la anguloj de triangulo, en tridimensia spaco, malsuperas 180°, tiam la kurbeco estas negativa. La volumeno de sfero kun radiuso ℓ superas  4/3πℓ³ kaj ties surfaco superos 4πℓ². Tiu spaco havos amplekson nefinian. » 
	

	
	


	« mais si la somme des angles vaut 180°, alors l'espace est bêtement euclidien. »
	47

	« Sed se la sumo de la anguloj valoras 180°, tiam la spaco stulte Eŭklidas »
	

	
	


	« tout ça pour en arriver là !... »
	47

	« ĉio-ĉi por alveni tien ! ... »
	

	
	


	IL FAUT QU'UN ESPACE SOIT OUVERT OU FERMÉ !...
	48

	NECESAS KE SPACO ESTU APERTA AŬ MALAPERTA !
	

	
	


	« Je crois que j'ai tout compris maintenant : Quand l'espace a une courbure positive, il se referme sur lui-même »
	48

	« Mi kredas, ke mi nun ĉion komprenis : Kiam spaco kurbas pozitive, ĝi fermiĝas ĉirkaŭ si mem. »
	

	
	


	« Quand la courbure est négative, ou que l'espace est euclidien, l'espace ne se referme pas, il est infini »
	48

	« Kiam la kurbeco estas negativa, aŭ la spaco eŭklida, tiu ĉi ne fermiĝas, ĝi kuŝas nefinie.  »
	

	
	


	« NON, le monde de la géométrie est plus riche que tu ne le crois, Anselme ! »
	48

	« Ne, la Geometrilando estas pli riĉa ol vi imagas ĝin, Anselmo !»
	

	
	


	« Où est-elle passée, et où diable suis-je maintenant ? »
	49

	« Kien ŝi iris, kaj kie mi diable estas nun ? »
	

	Sofio Ho ? Vi, ho ?
	


	JE REVIENS DE SUITE
	50

	MI REVENOS TUJ
	

	TRAFITA !
	


	« Eh oui, Lanturlu avait été projeté dans un espace cylindre à trois dimensions.

Bien qu'euclidien, sans courbure, (la somme des angles d'un triangle y est égale à 180°) ce monde se referme sur lui-même. »
	51

	« He jes – Lanturlup' estis sendita en tridimensian spacon cilindran. Kvankam eŭklida, sen kurbeco (la sumo de la anguloj de triangulo tie egalas 180°) tiu mondo fermiĝas sur si mem. » 
	

	
	


	« Bon, admettons... mondes sphériques, hyperboliques, cylindriques. On a fait le tour, non ? »
	51

	« Bone, ni konsentu … Sferaj mondoj, hiperbolaj, cilindraj. Ni plene ĉirkaŭiris la temon, ĉu ne ? »
	

	
	


	GÉOMÉTRIE
	51

	GEOMETRIO
	

	
	


	« Vous croyez ? »
	51

	« Ĉu vi kredas ? »
	

	
	


	« Effectuons un petit tour dans le bidimensionnel. »
	51

	« Ni revenu iomete al la dudimensia. »
	

	
	


	NUÉES
	51

	NUBOJ
	

	Ej !
	


	SANS DESSUS DESSOUS :
	52

	DE KAP' AL PIEDO : 
	

	
	


	Cher Anselme,

Voici un escargot apprivoisé. En lui bandant les yeux, tu feras en sorte qu'il n'aille ni à droite, ni à gauche. Et ainsi, il te tracera une parfaite GÉODÉSIQUE. 

A très bientôt

Sophie
	52

	Kara Anselmo,

Mi sendas al vi malsovaĝigitan helikon. Se vi vindas al ĝi la okulojn, vi povos uzi ĝin kiel gvidanto, por desegni perfektan GEODEZILINION. Nek dekstren nek male ĝi vojiros
Ĝis tre baldaŭ.

Sofio
	

	
	


	« Allons-y »
	52

	« Ek al la laboro ! »
	

	
	


	POINT DE DÉPART DE LA GÉODÉSIQUE
	52

	STARTOPUKTO DE LA GEODEZILINIO
	

	
	


	« Au fait, aller tout droit ou suivre le plus court chemin entre deux points, c'est pareil »
	52

	« ĉi-rilate, iri tute rekten aŭ iri laŭ la plej mallonga vojo inter du punktoj, estas same. »
	

	
	


	« mais... où est passé cet animal ?! »
	52

	« sed … kie troviĝas tiu besto ?! »
	

	
	


	« Au pied ! »
	52

	« Pieden ! »
	

	
	


	« ça se referme, comme tout à l'heure »
	53

	« Tio fermiĝas, kiel antaŭ tempo. »
	

	
	


	« Somme des angles : 180°. C'est euclidien ce machin. Encore le coup du cylindre ! »
	53

	« Sumo de la anguloj 180° Estas eŭklida tiu umo. Ankoraŭfoje cilindraĵo ! »
	

	
	


	Ben non !...
	53

	Nu, ne !... 
	

	
	


	POINT DE DÉPART DE LA GÉODÉSIQUE
	53

	STARTOPUNKTO DE LA GEODEZILINIO
	

	
	


	« Ça alors ! »
	53

	« Nekompreneble ! »
	

	
	


	« Pour tout vous dire, Anselme, cette fois, s'est retrouvé dans un ESPACE BIDIMENSIONNEL INORIENTABLE. L'image la plus connue d'un tel espace est la bande de Möbius (1830). L'idée avait échappé aux Grecs, qui pourtant avaient pensé à tout. »
	53

	« Por ĉion klarigi, Anselmo tiufoje retroviĝis en SPACO DUDIMENSIA NEORIENTEBLA. La plej konata bildo de tia spaco la rubando de Möbius (1830). L'ideo eskapis al la grekoj, kiuj tamen pensis je ĉio. »
	

	
	


	« Sophie, sort-moi de là »
	53

	« Sofio, eligu min el tie ! »
	

	
	


	Traçons un cercle sur une surface, et fléchons-le arbitrairement.

Imaginons que le cercle soit une petite décalcomanie que nous pouvons faire glisser à volonté sur cette surface. 

Si le cercle se retrouve identique à lui-même, nous dirons que cette surface est ORIENTABLE (c'est le cas de la sphère, du cylindre, du plan, etc...). Mais si cette décalcomanie glisse sur un ruban de Möbius, il en va tout autrement :
	54

	Ni desegnu cirklon sur surfaco, kaj per sago determinu arbitre direkton. Ni imagu, ke la cirklo estas malgranda transigobildo, kiun ni povas ŝovi laŭvole sur la surfaco.
Se la cirklo retroviĝas identa, ni diros, ke tiu surfaco estas ORIENTEBLA (tio estas la kazo por sfero, cilindro, ebeno, ktp …). Sed  se tiu transigobildo glitas sur rubando de Möbius, l'afero okazas tute alie  :
	

	
	


	A chaque fois qu'il fait le tour de cet univers à deux dimensions, le cercle change d'orientation.
	

	Ĉiun fojon kiam ĝi ĉirkaŭiras laŭ tiu dudimensia mondo, la cirklo ŝanĝas sian orientiĝon. 
	

	
	


	« Essayez vous verrez ! »
	54

	« Provu, vi vidos ! »
	

	
	


	Corrélativement, on ne peut pas peindre une bande de Möbius de deux couleurs différentes : elle n'a qu'un seul côté, elle est UNILATÈRE.
	54

	Korelative, oni ne povas farbi rubandon de Möbius per du malsamaj koloroj : ĝi havas nur unu lateron,  ĝi estas UNULATERA.
	

	
	


	Elle n'a qu'un seul BORD :
	54

	Ĝi havas nur unu RANDON.
	

	
	


	On peut l'ourler en une seule fois ! 
	54

	Oni povas ĝin orli en unu fojo ! 
	

	
	


	Anselme a décidé de planter des clous pour marquer l'intérieur et l'extérieur. 
	54

	Anselmo decidis planti najlojn, por signi l'internon kaj l'eksteron.
	

	
	


	L'opération se solde par un échec, car cette bande :
	54

	L'operacio fine fiaskas, ĉar tiu zono  ….
	

	
	


	N'a ni extérieur
	54

	Havas nek eksteron
	

	
	


	Ni intérieur !
	54

	Nek internon !
	

	
	


	« misère... »
	54

	« Mizero ! »
	

	
	


	« essayons de la couper en deux »
	55

	« Mi provu tranĉi ĝin en du partoj »
	

	
	


	« Plus facile à dire qu'à faire Anselme, mon ami. »
	55

	« Estas pli facile diri tion ol ĝin fari amiko Anselĉio. »
	

	
	


	« mais comment faut-il faire pour la couper en deux ? »
	55

	« Sed kiel oni devas fari por dispartigi ĝin al du partoj ? »
	

	
	


	Remarquez que, dans l'opération, le machin est devenu bilatère
	55

	Bone rimarku, ke dum la farado tiu umo iĝis …. dulatera !
	

	
	


	« c'est très simple tu la coupes en trois ! »
	55

	« simplege ! Vi tranĉu ĝin al tri partoj ! »
	

	
	


	« Je me sent tout  désorienté »
	55

	« Mi sentas min tute malorientitan. »
	

	
	


	« Remarquez qu'il y a maintenant un machin unilatère (blanc) et un machin bilatère (grisé) de longueur double du premier.
	55

	« Rimarku, ke nun estas unu UNULATERA umo (blanke) kaj unu umo DULATERA (grize) duoble pli longa ol la unua. »
	

	
	


	Après cette promenade sur la bande de Möbius, revenons dans les espaces euclidiens (sans courbure) à trois dimensions :
	56

	Post tiu promenado sur la rubando de Möbius, ni revenu en la eŭklidajn spacojn (sen kurbeco) tridimensiajn. 
	

	
	


	L'ORIENTATION DE L'ESPACE : 
	56

	ORIENTIGO DE LA SPACO : 
	

	
	


	« Lorsque je me regarde dans une glace, ma main gauche devient ma main droite, mais pourquoi est-ce que ma tête ne s'échange pas avec mes pieds ?... »
	56

	« Kiam mi rigardas min en spegulo, mia maldekstra mano iĝas dekstra, sed kial mia kapo ne interŝanĝas kun miaj piedoj  ?... »
	

	
	


	« Comment d'ailleurs être sûr qu'on est le bon ? »
	56

	« Cetere kiel certigi al si, kiu estas la vera ? »
	

	
	


	« La DROITE ? C'est l'opposée de la GAUCHE, et vice-versa »
	56

	« La dekstra ? Estas la mala de la maldekstra, kaj reciproke »
	

	
	


	« C'est affaire de bon sens »
	56

	« Estas afero de komuna saĝo. »
	

	
	


	« allô, allô, comment pouvez-vous être sûr que votre coquille s'enroule dans le bon sens ? »
	56

	« Ha lo, Ha lo ! Kiel vi povas certi, ke via konko volviĝas en la ĝusta direkto ? »
	

	
	


	« c'te malice, si elle n'était pas comme ça, elle serait à l'envers ! »
	56

	« He, stultulo, se ĝi ne estus tiel ĝi estus returnita !! »
	

	
	


	Accompagnons Lanturlu dans son exploration d'un nouveau monde tridimensionnel euclidien (sans courbure)
	

	Ni akompanu Lanturlupon en lia esplorado de nova mondo tridimensia eŭklida (sen kurbeco)
	

	
	


	« Qu'est-ce que fait Sophie ? Nous avions rendez-vous page 57 pour déjeuner »
	57

	« Kion faras Sofio ? Ni rendevuis al paĝo 57 por tagmanĝi. »
	

	
	


	« Il flotte dans cet espace un parfum d'étrange qui ne me dit rien qui vaille »
	57

	
« Ŝvebas en tiu spaco sento strangeca, kiu maltranviligas min. »
	

	
	


	« En attendant, buvons un petit coup. »
	57

	« Dum atendo, ni trinku iomete. »
	

	
	


	« Tiens, voilà les nuées qui rappliquent. Et moi qui ai oublié mon aspirine ! »
	57

	« Fek, jen denovaj nuboj. Mi bedaŭrinde forgesis mian aspirinon ! »
	

	
	


	« Ohé »
	57

	« Hej ! »
	

	
	


	« hein ? »
	57

	« Kio ? »
	

	
	


	« Où êtes-vous ? Montrez-vous, non d'un vecteur ! »
	57

	« kie vi estas ? Montru vin, je la nomo de Sankto Vektoro ! »
	

	
	


	« Je vais faire quelques tests »
	58

	« Mi tuj testos la spacon. »
	

	
	


	« Somme des angles 180° »
	58

	« Angulsumo 180°... »
	

	
	


	« Surface 4πℓ²

volume 4/3πℓ³

bon, rentrons »
	58

	« Areo 4πℓ²

volumeno 4/3πℓ³ »
bone, ni revenu


	

	
	


	« c'est euclidien »
	58

	« Eŭklidas. »
	

	
	


	« Ça c'est une chance. J'aperçois ma bouteille »
	58

	« Bonŝancas. Mi vidas mian botelon. »
	

	
	


	ROSÉ DE PROVENCE
	58

	Rozvino el Provenco
	

	
	


	« Qu'est-ce qui se passe avec ce fichu tire-bouchon ! »
	58

	« Kio okazas ? Tiu damna korkotirilo ne funkcias ! »
	

	
	


	« C'est pourtant mon tire-bouchon je le reconnaîs. »
	58

	« Tamen estas mia, mi rekonas ĝin. »
	

	
	


	« mais que lui est-il arrivé ? »
	58

	« Sed kio okazis al ĝi ? »
	

	
	


	Observez-le bien !
	58

	ZORGE OBSERVU !
	

	
	


	« Un ennui ? »
	58

	« Ĉu aĉaĵo ? »
	

	
	


	« Je, heu... »
	58

	« mi, hm... »
	

	
	


	« C'est un rosé de Provence, de qualité assez ordinaire, somme toute... »
	59

	« Estas rozvino el Provenco, kies kvalito sufiĉe ordinaras, entute ... »
	

	
	


	« vous avez un tire-bouchon ? »
	59

	« Ĉu vi havas korkotirilon ? »
	

	
	


	« Euh... oui »
	59

	« Hm … jes »
	

	
	


	« Si tous les kangourous du monde voulaient se donner la main »
	59

	« Nia diligenta kanguruaro – En laboro paca ne laciĝos »
	

	
	


	« Vous n'avez rien remarqué d'anormal ? »
	59

	« Ĉu vi ne rimarkis ion nenormalan ? »
	

	
	


	« Non, vous avez un peu mauvaise mine, c'est tout »
	59

	« Ne, vi aspektas iom malsaneta, jen ĉio »
	

	
	


	« prenez un peu de bisulfite deparmesan deux fois par jour »
	59

	« Prenu du kapsulojn da Krokodeino® de l'laboratorioj Zam & Hof. »
	

	
	


	« Bonne continuité »
	59

	« Bonan kontinuecon ! »
	

	
	


	« Quelqu'un bricole mon tire-bouchon... et un kangourou ivrogne me siffle mon rosé. Qu'est-ce que c'est que cette affaire-là ? »
	59

	« Iu misformaĉas mian korktirilon … Kaj drinkema kanguruo ŝtelas mian rozvinon. Kion tiu afero signifas ? »
	

	
	


	« Peste ! »
	59

	« Fikiĝu ! »
	

	
	


	NOUS NE SAURIONS TROP VOUS INCITER Á OBSERVER CE TIRE-BOUCHON AVEC LA PLUS GRANDE ATTENTION
	59

	NI NE POVAS TRO INSTIGI VIN OBSERVI TIUN KORKTIRILON PLEJ ZORGE.
	

	
	


	La bande de Möbius (espace inorientable à deux dimensions) a donc un équivalent tridimensionnel. Sur la bande de Möbius, lorsque le cercle décalcomanie faisait le ''tour'' de cet espace euclidien, son orientation changeait : 
	60

	La rubando de Möbius (spaco neorientebla dudimensia) havas do ekvivalenton tridimensian.
Sur la rubando de Möbius, kiam la cirklo ĉirkaŭiris laŭ tiu eŭklida spaco, ĝia orientiĝo ŝanĝis : 
	

	
	


	Voir page 54
	60

	Vidu paĝo 54
	

	
	


	On remarquera que ces objets sont ''en miroir''.

Le tire-bouchon, ou Anselme lui-même, peuvent être considérés comme des ''décalcomanies à deux dimensions''. A chaque fois qu'un objet fait le ''tour'' de cet espace tridimensionnel, son orientation s'inverse. Comme nous sommes censés avoir accompagné Lanturlu dans son périple circumspatial, il est normal que nous retrouvions, avec lui, la bouteille ''en miroir'' et le tire-bouchon vissant dans un sens inhabituel. Un second ''tour'' de cet univers nous redonnerait la vision initiale des choses (à condition que nous laissions les objets à leur place).
	60

	Oni rimarkos, ke tiuj korktiriloj aspektas kvazaŭ unu estus la enspegula bildo de l'alia. 

La koktirilon, aŭ anselmon mem, oni povas rigardi kiel « transigobildojn tridimensiajn ». Ĉiufoje,kiam objekto ĉirkaŭiras laŭ tiu spaco tridimensia, ĝia orientiĝo inversiĝas. Tial ke oni supozas nin akompanantaj Lanturlupon en sia periplo ĉirkaŭspaca, estas normale, ke ni retrovas kun li la botelon « spegule » kaj la kortirilon ŝraŭbanta laŭ malkutima direkto. Se ni reĉirkaŭirus, en tiu universo, tio redonus al ni la komencan vidadon de l'aĵoj (kondiĉe, ke ni lasu la objektojn sialoke).
	

	
	


	Anselme et le kangourou (de l'espèce des antipodiens) habitent le même espace, mais ils diffèrent en ce sens que ce qui est ''à l'endroit pour le kangourou'' est ''à l'envers pour Lanturlu'', et vice-versa.
	60

	Anselmo kaj la kanguruo (de la speco de l'antipodanoj) loĝas en la sama spaco, sed ili diferencas, ĉar kio estas ĝustdirekta por la kanguruo estas malĝustdirekta por Lanturlup' kaj reciproke. 
	

	
	


	EPILOGUE :
	61

	EPILOGO :
	

	
	


	« Tout va de travers. Il n'y a plus ni droite, ni gauche, ni envers ni endroit. Vers où cela mène-t-il ? Et quel chemin suivre ? »
	61

	« Ĉio iras mise. Ne plu estas dekstro, nek maldekstro, nek antaŭa flanko, nek dorsa. Al kio tio kondutas nin ? Kaj kiu vojo sekvi ? »
	

	
	


	« Il faut suivre les géodésiques, Anselme, les géodésiques de ta vie. »
	61

	« Vi devas sekvi la geodezilinojn, Anselmo, la geodeziliniojn de via vivo. »
	

	
	


	« On ne me fera jamais croire, à moi, que l'Univers est aussi biscornu. Ce sont des délires de mathématicien. »
	61

	« Min, neniam oni kredigos, ke l'Universo estas tiel bizara. Tiuj estas deliroj de matematikisto. »
	

	
	


	« C'est de la bande-dessinée ! »
	61

	« Estas bildstrio ! »
	

	
	


	« Pourquoi se préoccuper de tout cela, puisqu'il est évident que l'espace EST euclidien (*) »
	61

	« Kial zorgi pri ĉio-ĉi, ĉar estas evidenta, ke la spaco ESTAS eŭklida ! (*) »
	

	
	


	« (*) Propos tenus en 1830 par Ostrogradsky, professeur titulaire de la chaire de mathématiques à Petrograd, après lecture des travaux de Riemann et Lobatchevsky. »
	61

	« (*) Paroloj diritaj en 1830 de Ostrogradskij, katedra profesoro de matematikoj en Peterburgo, post la legado de la verkoj de Riemann kaj Lobaĉevskij. »
	

	
	


	« Admettons que l'Univers ne ressemble pas à ce qu'il est. Vous imaginez tout cela, enseigné dans les écoles ?!!... »
	62

	« Ni supozu, ke Universo ne similus al tio, kio ĝi estas. Ĉu vi imagas ĉion tio instuita en la lernejoj ?!!... »
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