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	AVERTISSEMENT
Ceci n'est ni un traité, ni un cours.
C'est simplement l'histoire d'Anselme Lanturlu et de l'un de ses voyages, au pays de la géométrie.
A lire de préférence avec :
* D'abord de l'aspirine
* Puis de la ficelle
* Des ciseaux
* Du ruban adhésif
* Un rapporteur
* Et un joli ballon
   		bien rond...
	IKITONDERWA

Iki si igitabo, si n’isomo.
Gusa ni inkuru ya Anselimi Lanturulu na rumwe mu ngyendo ze yagize mu gihugu cya jewometiri.
Byaba byiza musomye iyi nkuru mufite:

· Ubwa mbere asipirine
· kandi Akagozi
· Imikasi
· Igice cy’urupapuro rusizeho ubujeni
· Igacamfuruka
· N’umupira mwiza wo gukina 

Ubumbye neza…
	

	
	NOTICE 
This is not a treatise, or a course.
It is just a story of Archibald Higgins and one of his adventures in the land of geometry.
Preferably to be read with : 
      * Plenty of aspirin
      * And lot of string
      * Some scissors
      * Sticky tape
      * A protractor
      * And a nice, pretty, 
                              round balloon...
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	La société Euclide et Cie nacquit à Alexandrie au troisième siècle avant Jésus-Christ. Pendant deux mille deux cents ans les affaires prospérèrent. Les produits étaient appréciés et la clientèle satisfaite et fidèle. 
	Ishyirahamwe Ekilide n’ibya ryo byavukiye Alegizandiriya mu kinyejana cya gatatu mbere ya Yezu-Kirisitu. Mu gihe cy’imyaka ibihumbi bibiri na magana abiri, imirimo yagendaga neza. Ibicuruzwa byari bikunzwe, abakiriya barishimaga kandi bahoraga bagaruka.
	

	
	THE firm of Euclid & Co. Was founded in Alexandria in the third century B.C.
For two thousand two hundred years the business prospered. The products were successfull, the customers satisfied. 
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	Mais, peu à peu, les goûts des clients changèrent.
Certains, jadis inconditionnels de la marque, à la suite de nombreuses expériences,
se demandèrent :
« Euclide, est-ce vraiment, partout et pour tout, ce qu'il y a de mieux ? »
C'est l'histoire de l'un d'eux que nous allons vous raconter ici.
	Ariko, buhoro buhoro, abakiriya bagiye bahindura ibyifuzo.
Bamwe kyera bahoze ari abakunzi ndahinduka y’ibihakorerwa, baje, nyuma y’amageza menshi, kwibaza bati:
“ Ekilide, rwose, niyo kamara hose no kuri byose?”
Iyi rero ni inkuru y’umwe muri abo tugiye kubagezaho.
	

	
	But, bit by bit, the customers' tastes changed. Some, who had previously never questionned the brand, after strange experiences, began to ask 
« Is Euclid always the truth, the whole truth, and nothing but the truth ? »
Here we recount the tale of one such person...
	
	

	
	TOUJOURS TOUT DROIT
	Buri igihe komeza imbere yawe neza
	E=mC2

	
	ALWAYS DEAD RIGHT
	
	E=mC2
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	PROLOGUE : un jour, Anselme Lanturlu décida de tendre une ficelle entre deux piquets :
	INKOMOKO Y’INKURU: umunsi umwe Anselimi Lanturulu yiyemeje kurambura umugozi ukweze hagati y’imambo ebyiri
	 

	
	PROLOGUE : one day, Archibald Higgins was trying to stretch a string between two posts...
	
	

	
	« Tu sent la science ? »
	“ Ese Siyanse iraguhumurira?”
	

	
	« You can feel the scientific aura ! »
	
	

	
	« Bof... »
	“Bufuu…”
	

	
	« Pow ! »
	
	

	
	« Cette ficelle représente la plus courte distance entre deux POINTS A et B »
	“Uyu mugozi urambuye werekana inzira ngufi ishoboka hagati y’UTUDOMO A na B”
	

	
	« This string represents the shorted distance between two points A and B. »
	
	

	
	« En langage savant appelons cela une GEODESIQUE »
	“Mu mvugo y’abahanga icyo tukite JEWODEZIKE”
	

	
	« In technical langage this is known as a GEODESIC. »
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	Avec trois fils tendus, c'est à dire avec trois GEODESIQUES,
	Akoresheje imigozi itatu, ni ukuvuga akoresheje JEWODEZIKE eshatu, 
	

	
	With three stretched lines, that is, three GEODESICS... 
	
	

	
	Anselme fit un TRIANGLE
	Anselimi akora iNYABUTATU
	

	
	Archie made a TRIANGLE.
	
	

	
	Adaptant son rapporteur à chaque sommet de ce TRIANGLE, il mesura les angles A,B,C, et fit leur somme
	YIFASHISHIJE incamfuruka ye kuri buri songa ry’iyo NYABUTATU, apima imfuruka A,B,C, anakora igiteranyo cya zo.
	

	
	Placing his protactor at each corner of the triangle, he mesured the angles A,B,C and calculed their SUM.
	
	

	
	« D'après l'excellent théorème de la société Euclide et Cie, cette somme vaut 180°
Bon... » 
 Â+B+C=180°
EUCLIDE
	“ Dukurikije teworeme yigitangaza y’Ishyirahamwe Ekilide n’ibya ryo, icyo giteranyo kingana na dogere 180. 
Byiza… »

Â+B+C=180°
EKILIDE
	

	
	« Using and excellent theorem from the firm Euclid & Co., this sum must be 180°.
Good... »
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	Le monde où vivait Anselme était nébuleux en diable. On s'y serait mouché avec le nez d'un autre.
	Isi Anselimi yabagamwo yari yuzuye amadayimoni. Umuntu yari gushobora kwimyiza izuru ry’undi.
	

	
	Archie's home world was covered in thick clouds. You couldn't see your hand in front of your face.
	
	

	
	« Qu'y a-t-il quand on va loin ?
Que cache ce brouillard ?
Une GEODESIQUE, c'est une DROITE.
Et si j'allais DROIT DEVANT MOI, le plus loin possible.
Si j'explorais cet espace, histoire de voir ? »
	“ Ese hari iki umuntu agiye kure?
Kiriya gicu gihishe iki?
JEWODEZIKE, ni UMURONGO UGOROROTSE
Ese iyo ngenda NTUMBEREYE IMBERE YA NJYE, kugera kure hashoboka.
Iyo njyenzura iyi esipase, mu buryo bwo kureba?” 
	

	
	« I wonder what it's like a long way from here ?
What's hidden by this fog ?
Now : a GEODESIC has to be straight. 
If i go straight ahead, as far as i can, i should get an idea of just what there is, lurking in the mists... »
	
	

	
	« Bien tendre ma GEODESIQUE »
	“ Gukwega neza JEWODEZIKE ya njye”
	

	
	« Get my geodesic nice and tight... »
	
	

	
	Anselme marcha longtemps, longtemps...
Derrière lui, sa ficelle se déroulait, si bien tendue, qu'il se moquait bien des incertitudes de sa marche dans la brume : il fabriquait une impeccable GEODESIQUE.
	Anselimi ajyenda igihe kirekire cyane, igihe kirekire cyane…
Inyuma ye, wa mugozi wariramburaga, ukweze neza kuburyo atitaga ku dukosa twaturuka ku njyendo ye muri icyo gicu: yakoraga JEWODEZIKE nziza ya ntamakemwa.
	

	
	Archie walked for a long, long time.
Behind him, the string unreeled, so tightly stretched that he didn't need to worry about the fog obscuring his exact path. He was following an impeccable GEODESIC...
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	Mais, je ne sais si vous l'avez remarqué, il y a des jours où tout semble aller de travers.
	Ariko sinzi nimbi mwaragiye mubibona, hariho iminsi ibintu byose bisa naho bigenda ukutariko.
	

	
	But – as you have possibly noticed – there are days where nothing seems to go right. 
	
	

	
	« Ça alors ! »
	“ ibyo na byo ! “
	

	
	« Good grief ! »
	
	

	
	« mais... c'est mon piquet ! »
	“ ariko… iyi mambo ni iya njye ! “
	

	
	« That's my stake ! »
	
	

	
	Anselme, qui avait encore de la ficelle, décida de tirer cette affaire au clair.
	Anselimi, warugifite umugozi, yafashe icyemezo cyo gushyira ahagaragara icyo kibazo.
	

	
	Archie, having plenty of string, decide to clear matters up once and for all.
	
	

	
	Imperturbable, il continua à tendre sa ficelle, et poursuivit, DROIT DEVANT, plein de curiosité.
	Nk’indahungabanywa, yakomeje akwega umugozi we, kandi akomeza urugendo rwe, ATUMBEREYE IMBERE YE, yuzuye amatsiko.
	

	
	Quite undaunted, he extanded his string still further, always straight ahead, bursting with curiosity.
	
	

	
	Hélas...
	Ndababaye…
	

	
	Sadly...
	
	

	
	« mais c'est encore mon piquet ! »
	“Ariko kandi ni urumambo rwanjye !”
	

	
	« I've got my stake back again ! »
	
	

	
	La DROITE d'Anselme se refermait !
	Imitwe y’UMURONGO UGOROROTSE wa Anselimi yarahuye, irifunga !
	

	
	...Archie's straight line closed up !
	
	?????????
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	« Essayons un théorème de chez Euclide. Je vais tirer trois GEODESIQUES d'égales longueurs. Cela me donnera un TRIANGLE dont les trois angles doivent avoir chacun 60°, leur somme faisant 180°. C'est écrit sur la notice. »
	“ Tugerageze teworeme yo kwa Ekilide. Ngiye gukurura JEWODEZIKE eshatu zinganya uburebure. Ibyo bizampa inyabutatu (tiriyangere); imfuruka eshatu za yo zizaba zifite, imwe yose, dogere 60, igiteranyo cya zo kingana na 180°. Biranditse ku rupapuro rutangaza.”
	

	
	« Let's see what those Euclid people have to say about this. I'll try drawing three geodesics of egal lengh, making a TRIANGLE. Then the angles should be 60°, and their sum 180°. Just like this leaflet says. »
	
	RATIO OMNIA VINCIT

	
	« Après, j'aviserais »
	“ Nyuma, nzamenyesha “
	

	
	« Then we'll see. »
	
	

	
	« Voilà mon deuxième sommet B. Plus qu'à tendre deux autres fils pour trouver le troisième. »
	“  Dore isonga B rya njye rya kabiri. Hasigaye gukwega imigozi yindi ibiri tukabona isonga rya gatatu.”
	

	
	« Here's the second vertex B. Now to stretch two more lines to find the third. »
	
	

	
	« C'est beau la science »
	“ Siyanse ni nziza”
	

	
	« Isn't science wonderful ? »
	
	

	
	« Oh là là !
Les angles sont bien égaux, mais ils font plus de 60°. »
	Ohu koko koko!
Imfuruka zirangana neza, ariko imwe yose iraruta dogere 60. »
	

	
	« Oops !
The angles are equal all right – but they're bigger than 60°. »
	
	

	
	« Un problème ? »
	“Ikibazo?”
	

	
	« Hit a snag ? »
	
	

	
	« leur somme, bien sûr, fait plus de 180° ! »
	“ Igiteranyo cya zo, byumvikane neza, kiraruta dogere 180 ! “
	

	
	« And i have a feeling that make their sum bigger than 180° ! »
	
	

	
	GEOMETRIE EUCLIDIENNE
	JEWOMETIRI YA EKILIDE
	

	
	EUCLIDEAN GEOMETRY
	
	EKILIDE

	













9
	« Pourtant, en posant ma règle bien A PLAT, j'ai vérifié que mes fils étaient bien DROITS. »
	« Ariko, ndambika neza agacamurongo kanjye HASI, najyenzuye ko imigozi yanjye yari IGOROROTSE neza. »
	

	
	« And yet, by placing my ruler absolutely FLAT i can check that my lines really are STRAIGHT.
	
	

	
	« Allô, la maison Euclide ?
Dites, j'ai des ennuis avec votre matériel. »
	“Alo, aho ni inzu yo kwa Ekilide ?
Di, nagize ingorane nkoresheje ibikoresho byanyu.”
	

	
	« Hello ? Euclid & Co. ?
Listen, i've got problem with your products. »
	
	

	
	« Une seconde, je vous passe le service technique. »
	“Ihangane isogonde imwe, ngiye kuguhuza na servise tekinikye, muvugane.”
	

	
	« Just a moment, i'll put you through to the technical department. »
	
	

	
	« Des ennuis avec nos triangles ? 
Etonnant. Pourquoi n'essayez-vous pas nos cercles ? Nos clients en sont très contents. »
	“ wagize ingorane n’inyabutatu zacu ?
Biratangaje. Kuki utagerageza na serikere za cu ? Abakiliya bacu barazishimira cyane.”
	

	
	« Problems with our triangles ?
I'm surprised. Why don't you try our circles ? Our customers are very happy with those. »
	
	

	
	« ...un cercle est donc l'ensemble des points situés à une distance ℓ d'un point fixe. »
	“ … iserikere ni itsinda ry’utudomo dukikije akandi kadomo kari hagati, bita satere, k’uburyo kuva kuri iyo satere kugera ku kadomo akariko kose k’iryo tsinda hari urugendo rungana na ℓ .”
	

	
	« ...right, gotcha. A CIRCLE is a set of points situated at a distance ℓ from a fixed point. »
	
	

	
	« Et vous dites : périmètre 2πl, AIRE πl²
c'est noté. »
	“ Kandi muravuga: umuzenguruko 2πl, UBUSO πl²
byanditse. »
	

	
	« And you reckon the perimeter is 2πl and the area πl². 
Got it ! »
	
	

	
	« à votre service »
	“ Akazi keza”
	

	
	« Happy to oblige »
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	« Pour mesurer une AIRE, utilisez le carrelage Euclide. Pour un périmètre, le grillage Euclide est le meilleur matériel sur le marché. La satisfaction de nos clients est notre meilleure publicité. »
	“ Gupima ubuso, koresha iyomekamakaro ya Ekilide. Gupima umuzenguruko, giriyaje ya Ekilide niyo gikoresho cyambere kiza kw’isoko. Kunyurwa kw’abakiliya bacu ni byo bitumenyekanisha neza kurusha ibindi.”
	

	
	« For measuring areas we recommand our extensive range of euclidean tiles. For perimeters our euclidean fencing is unparallelled. The satisfaction of our customers is our best advertisment. »
	
	

	
	20 au m2
	20 kuri buri m2
	

	
	
	EKILIDE, JEWOMETIRI IFASHA BOSE
	

	
	
	
	

	
	EUCLIDE, LA GÉOMÉTRIE AU SERVICE DE TOUS
	
	

	
	EUCLID 
WE TRY HARDER
	
	

	
	« Aire πl² »
	Ubuso πl²
	

	
	« Area πl² »
	
	

	
	« Ici tout n'est qu'ordre et beauté, luxe, calme et volupté »
	“ Hano turangwa muri byose na gahunda isobanutse n’ubwiza, agaciro gahanitse, umutuzo n’umucyo.” 
	

	
	« Here there is nothing but beauty, pleasure, peace, and light. »
	
	

	
	« Ça commence bien, j'ai du rab de carrelage ! »
	“ Bitangiye neza, mfite iyomekamakaro yasagutse ! “
	

	
	« Huh, that's a fine start ! I've got some tiles left over. »
	
	

	
	« Je vais mesurer le périmètre à l'aide de leur grillage »
	“ Ngiye gupima umuzenguruko nkoresheje giriyaje ya byo »
	

	
	« All right then, i'll use this fencing to measure the perimeter... »
	
	

	
	« Périmètre : 2πl »
	“ Umuzenguruko: 2πl »
	

	
	« Perimeter : 2πl »
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	« J'ai aussi du grillage en trop ! »
	“ Mfite kandi giriyaje y’umurengera!”
	

	
	« There's some fencing left over too ! »
	
	

	
	« Allô, la maison Euclide ? Oui, c'est encore moi ! 
J'ai d'importantes chutes de carrelage ET de grillage. πl², 2πl, ça ne marche pas du tout, votre affaire ! »
	“Alo, kwa Ekilide ? Yego, Ni jyewe kandi!
Mfite igwa rikomeye ry’amakaro hamwe n’irya giriyaje. πl², 2πl, ibintu byanyu ntibikora, habe na gato!”

	

	
	« Hello, Euclid & Co. ? Yes, it's me again !
I want to make a complaint about your fencing AND your tiles ! πl² and 2πl aren't working at all ! What are you going to do about it ? »
	
	

	
	« Ne criez pas comme cela, monsieur. 
Moi je ne suis que la secrétaire. Je vous passe le service technique. »
	“ Wivuza induru urtyo, wa mugabo we.
Jye ndi umusokereteri gusa. Akira uvugane n’abo muri serivise tekinike.”
	

	
	« Please don't shout like that, sir.
I'm only the secretary. I'll put you through to our technical department. »
	
	

	
	« Non, non, les carreaux sont bien joints, mon rayon est bien droit, et mon grillage est bien posé sur le CERCLE ! »
	“ Oya, oya, amakaro aregeranye neza rwose, reyo yanjye iragororotse neza, kandi giriyaje ya njye iteretse neza kuri SERIKERE!”
	

	
	« No ! No ! The tiles are properly joined ! There's nothing wrong with my radius, and the fence is properly attached to the circle. »
	
	

	
	« Monsieur, croyez bien que c'est la première fois que cela se produit. 
Essayez encore, et ne vous inquiétez pas, vous savez que nos théorèmes sont garantis. »
	“ Nyumva rwose bwana, byemere neza ko ari ubwa mbere ibyo bibaye.
Ongera ugerageze, kandi ntugire impungenge, urabizi ko teworeme zacu zemewe, zifitiwe ikizere.”
	

	
	« Sir, please believe me, it's the first time this has ever happened. 
Have another try, don't get upset. You know our theorems are guaranted. »
	
	

	
	Anselme poursuivit donc son exploration en augmentant à chaque fois le rayon l de son cercle. 
Mais les chutes se firent de plus en plus importantes. 
	Anselimi yakomeje urugendo dwe ari nako yongera buri gihe rayo l y’uruziga dwe.
Ariko kugwa hasi kw’amakoro kwakomeje kwiyongera.
	

	
	Archie continued his exploration, at each stage increasing the radius ℓ of his circle. 
And the discrepancies got worse and worse... »
	
	

	







12
	« Ça alors, maintenant j'ai plus de 36% de grillage en trop ! Et plus de 19% de carrelage en rab ! Et le cercle que je trace est devenu... une DROITE ! »
	“ Ibyo na byo, ubu mfite 36 % bya giriyaje y’umurengera ! Noneho kandi hari na 19 % by’amakaro ya sigaye ! Kandi uruziga rwa njye rwahindutse …. umurongo UGOROROTSE !”
	

	
	« Oh, Lord ! Now i've got over 36% too much fencing ! And 19% of the tiles left over ! And the circle i've drawn seems to be a straight line... »
	
	

	
	« Je rêve ou quoi ? »
	“ Ndarota cyangwa ? ”
	

	
	« I must be dreaming, surely ! »
	
	

	
	« Par l'espace : Cette règle est pourtant bien DROITE ! » 
	“ Mbandoga esipase: Aka gacamurongo karagororotse pe ! ”
	

	
	« Well... it looks straight enough ! »
	
	

	
	Anselme augmente encore le rayon l, et cette fois...
	Anselimi yongera kandi reyo l, noneho ubwo….

	

	
	Archie increased the radius further, and now...
	
	

	
	« La courbure de mon cercle est passée de l'autre côté »
	“ Ubuhetame bw’uruziga wa njye bwagiye ku rundi ruhande”
	

	
	« The circle seems to be bending the other way ! »
	
	

	
	« Et maintenant, quand j'AUGMENTE l, mon périmètre DIMINUE, c'est une histoire de fou ! »
	“ Noneho ubu, iyo NONGEREYE L, umuzenguruko wanjye URAGABANUKA, ni inkuru y’abasazi !”
	

	
	« And now, when i increase ℓ, the perimeter get smaller ! This is crazy ! »
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	Après un dernier pavage :
	Nyuma y’iyomeka rya nyuma:
	

	
	After yet more tiles : 
	
	

	
	« J'ai dû me foutre dedans... »
	“ Nagombye ku byinjiramwo…”
	

	
	« I think i goofed. »
	
	

	
	« Un ennui ? »
	“ Ingorane ?”
	

	
	« More snags ? »
	
	

	
	QUE S'EST-IL PASSÉ ?
Pour le savoir, dissipons les nuées : 
	HABAYE IKI ?
Kugirango Tubimenye, twirukane ibicu : 
	

	
	WHAT HAPPENED ?
To shed some light, let's blow away the fog...
	
	

	
	Anselme comprend soudain qu'il est sur une sphère sur laquelle il a appliqué les règles de la GÉOMÉTRIE DU PLAN
	Anselimi yahise yumva ako kanya ko ari kuri siferi aho yakoresherejeho amahame ya JEWOMETIRI Y’IKIBYATARARE
	

	
	Archie suddenly realized that he had been applying the rules of PLANE GEOMETRY while living on the surface of a sphere.
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	« mais comment Anselme s'y est-il pris pour tracer des DROITES sur une sphère ?, ça n'a pas de sens ! »
	“ ARIKO se Anselimi YABIGENJE ATE ngo ace imirongo igororotse kuri siferi ?, nta kuri bifite !”
	

	
	« 'Ere ! 'Ow the dickens could H'Archie dran straight lines on a sphère ? It don't make sense ! »
	
	

	
	« Ça doit être un piège ! »
	“ Bigomba kuba ari umutego!”
	

	
	« Hmmm... Must be a trap ! »
	
	

	
	« Mon cher, qu'est-ce que vous appelez une droite ? Si c'est le plus court chemin d'un point à un autre, alors il y a des DROITES sur une sphère. »
	“ Nshuti yanjye, icyo wita umurongo ugororotse ni iki? Nimba ari inzira ngufi muri zose ziva ku kadomo zijya ku kandi, bivuze ko hari imirongo igororotse kuri siferi.” 
	

	
	« It all depends, my dear friend, on what you mean by ''straight'' . If you mean ''taking the shortest path'' then of course there are straight lines on a sphere. »
	
	

	
	« La notion de Géodésique (ligne de plus court chemin) n'est pas l'exclusivité du PLAN »
	« Imwumvire y’ibanze yo kuri Jewodezike (inzira ngufi kurusha izindi) ntabwo ari ijyanye n’ibyi IKIBYATARARE cyonyine gusa »
	

	
	« The notion of a GEODESIC (shorted path) doesn't apply only to the PLANE. »
	
	

	
	PLAN
	IKIBYATARARE
	

	
	PLANE
	
	

	
	« Tendez un élastique entre deux points d'une sphère »
	“ Rega elasitikye hagati y’utudomo tubiri kuri siferi”
	

	
	« Stretch this elastic between two points on a sphere... »
	
	

	
	« Lâchez »
	“ yirekure”
	

	
	« ...and let go ! »
	
	

	
	« Vous obtenez une GÉODÉSIQUE »
	“Muhita mubona JEWODEZIKE”
	

	
	« Now you've got a GEODESIC. »
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	« Qu'est-ce que vous me racontez ? Ce n'est pas DROIT, ce truc-là ! »
	“ Mumbwiye ibiki? Ntabwo KIGOROROTSE, icyo kintu!”
	

	
	« Pull the uvver one, it's got bells on it ! That find ain't straight. »
	
	

	
	« Prenez donc cette règle et vérifiez vous-même »
	“ Noneho fata aka gacamurongo, ubyirebere wowe ubwawe”
	

	
	« Take this ruler and see for yourself. »
	
	

	
	« Vous appelez cela une règle ! »
	“ Ese iki urakita agacamurongo !”
	

	
	« Y'call this a ruler ? »
	
	

	
	« C'est une règle pour les SURFACES. 
Sur le PLAN, ça marche très bien, voyez :
Elle permet de n'aller ni à droite, ni à gauche. »
	“ Ni agacamurongo ku BINYABUSO.
Ku KIBYATARARE, karakora neza cyane, reba:
Gatuma utajya iruhande, ari iburyo cyangwa ibumoso.”
	

	
	« Certainly. Of course it's a ruler for surfaces. On a plane you have to use this one. Look – it bends neither left nor right. »
	
	

	
	PLAN
	IKIBYATARARE
	

	
	PLANE
	
	

	
	« Drôle de règle, enfin... »
	“ Mbega agacamurongo gasekeje, yebabawe…”
	

	
	« It's still a dam' funny ruler. »
	
	

	
	« Bon, toujours est-il que lorsque Lanturlu trace sa géodésique, elle se REFERME, Alors, sur une sphère, les géodésiques, ce sont tout simplement des cercles ? »
	“ Byiza, buri gihe iyo Lanturulu aca jewodezike ye, iriFUNGA, Ni ukuvugako kuri siferi, jewodezike, ari gusa inziga zisanzwe? ”
	

	
	« Right, now. When that 'Iggins bloke drew them geodesics, they all closed up. Does that mean the geodesics on a sphere is just circles ? »
	
	

	
	« Toutes les lignes de plus court chemin, sur une sphère, sont des portions de courbes géodésiques fermées, qui sont des cercles tracés sur cette sphère. Mais pas n'importe lesquels ! »
	“ Imirongo yose y’inzira nyabugufi za mbere, kuri siferi, ni ibipande by’imizingi nyajewodezike ifunze, iba ari inziga ziciye kuri iyo siferi. Ariko si izarizo zose ! »
	

	
	« Every line following the shortest path on a sphere is part of a closed geodesic, which is a circle drawn on the sphere. But not just any old circle ! »
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	« Qu'est-ce que c'est que cette histoire ? Vous jouez sur les mots. Vous voulez dire qu'il existe, sur une sphère, plusieurs espèces différentes de cercles ?!? »
	“ Iyo nkuru ni nyabaki ? Muriho muraryongora, murakinira ku magambo. Murashaka kuvugako habaho, kuri siferi, ubwoko bwinshi bunyuranye bw’inziga ?!? ”
	

	
	« I fink yer 'avin' me on, mate ! Yer playin' wiv words. You tryin' ter tell me that there are different kinds of circles on a sphere ? Cripes !! »
	
	

	
	« Bon sang, je croyais comprendre, et voilà que je ne comprend plus rien du tout... »
	“ Wa mfura we, nakekagako nabyumvise, ariko noneho ntacyo ndiho numva na gato…”
	

	
	« 'Eck ! I thought i understood this stuff – An' now i find i don't understand a bleedin' fing ! »
	
	

	
	« Un chercle, ch'est l'enchemble des points situés à une distance constante ℓ d'un point fixe N, que nous appellerons PÔLE. »
	“ Injiga, ni itsinda ry’utudomo dutuye k’uburebure bunga hose n’igipimo l kidahinduka, uturutse ku kadomo N, kari ahantu hamwe kandi katanyeganyega cyangwa ngo kagire aho kajya ; ariko twita POLE. »
	

	
	« A cercle is a set of points situated a constant distance ℓ from a single fixed point N, called its POLE. »
	
	

	
	« mmm... »
	“mmm…”
	

	
	« Humph ! »
	
	

	
	« Voici tout un ensemble de cercles de même pôle N, que nous appellerons PARALLÈLES. »
	“ dore ryose itsinda ry’inziga zifite pole N rusange, ayo nayo tuzayita “ATEGANYE.”
	

	
	« Here are a whole lot of circles with the same pole N. We call them PARALLELS. »
	
	

	
	« Ces cercles parallèles sont aussi les points à égale distance ℓ' du point S ''pôle sud'', antipode du ''pôle nord'' N. »
	“ Izo nziga ziteganye ni kandi itsiko ry’amatsinda y’utudomo turi k’uburebure bungana na ℓ' uturutse kuri “pole y’amajyepfo”, ndwanyapode ya “pole y’amajyaruguru” N. »
	

	
	« But these parallel circles are also the sets of points at a constant distance ℓ' from the ''south pole'', antipodal to N. »
	
	

	
	« Parmi ceux-ci, il en existe un, plus grand que les autres, qui pourrait servir d'ÉQUATEUR à la sphère. »
	“ Muri izi zose, harimwo imwe, isumba izindi zose, ishobora kuba nka EKWATERI ya siferi.”
	

	
	« Among them, there is one bigger than all the rest – a kind of EQUATOR on the sphere. »
	
	

	
	EQUATEUR
	EKWATERI
	

	
	EQUATOR
	
	

	
	« Je comprends enfin pourquoi un cercle, sur une sphère, a DEUX centres N et S ! »
	“ Najya numva noneho impamvu uruziga, rushushanyije kuri siferi, rugira impagararahagati ebyiri.
	

	
	« Lummy. I just seen why a circle on a sphere 'as two centres N and S ! »
	
	

	
	« Nous appellerons ces ''EQUATEURS'' des GRANDS CERCLES de la SPHÈRE. Et ce seront précisément ses GÉODÉSIQUES. »
	“ Tuzita ayo “MA EKWATERI” iNZIGA NINI za SIFERI. Kandi nizo zizaba ntagushidikanya, GEWODEZIKE zayo.”
	

	
	« These ''equators'' are known as great circles – and it is these that form the geodesics. »
	
	

	
	« C'est la première fois que je vois une GÉODÉSIQUE de près. Très impressionnant ! »
	“ Ni ubwa mbere mbonye JEWODEZIKE nyegereye. Biratangaje cyane!”
	

	
	« I never seen a geodesic this close before. Most impressive ! »
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	Cercle polaire Nord
	Uruziga rwo kuri pole y’amajyaruguru
	

	
	Arctic circle
	
	

	
	GRAND CERCLE
	URUZI RUNINI
	

	
	GREAT CIRCLE
	
	

	
	PARALLELE
	NTEGANYI
	

	
	PARALLEL
	
	

	
	Tropique du Cancer
	Toropikye ya Kanseri
	

	
	Tropic of Cancer
	
	

	
	EQUATEUR
	EKWATERI
	

	
	EQUATOR
	
	

	
	Tropique du Capricorne
	Toropikye ya Kapirikorune
	

	
	Tropic of Capricorn
	
	

	
	Cercle polaire SUD
	Uruziga rwo kuri pole y’AMAJYEPFO
	

	
	Antarctic circle
	
	

	
	« Sur la planète TERRE les cercles polaires, les Tropiques, sont des parallèles. Madrid et New-York sont sur le même. Mais il est bien connu que cet arc de parallèle qui les joint n'est pas le plus court chemin. Le plus court chemin c'est le GRAND CERCLE ! »
	“Ku mubumbe w’iyi si dutuyeho inziga zo kuri pole na za toropike, zose zitwa nteganyi. Imigi ya Madiride na Niyoke ziri kuri nteganyi imwe. Ariko birazwi neza ko icyo gice cya nteganyi kiyihuza atari yo nzira ngufi. Inzira ngufi ni URUZIGA RUNINI!”
	

	
	« On the earth, the Arctic and antarctic circles and the tropics are parallels. Madrid and New-York lie on the same parallel. But it is well known that the shortest route between them is not along this parallel, but along an arc of a great circle. »
	
	

	
	« De mon temps, on appelait cela l'ORTHODROMIE. »
	“Mu gihe cya njye, bayitaga ORUTODOROMI.”
	

	
	« When i was a lad, that was called ORTHODROMY. »
	
	

	
	Un TRIANGLE sera constitué par trois arcs innévitablement empruntés à trois grands cercles.
	Birtyo INYABUTATU izaba igizwe, nta gushidikanya, n’ibice bitatu by’imizingi biturutse, nta gushidikanya, kuri nziga nini eshatu.
	

	
	The three sides of a triangle have to be parts of great circles.
	
	

	
	On peut matérialiser ces Triangles à l'aide de ruban adhésif ou de fils élastiques et mesurer les angles en plaquant un rapporteur en chaque sommet sur la surface de la sphère. 
	Umuntu ashobora kwerekana uko izo nyabutatu ziteye akoresheje agatambaro k’ubujeni cyangwa imigozi ikweduka noneho ugapima imfuruka ukoresheje agacamfuruka utereka kuri buri mutwe w’inguni yo ku buso bwa siferi.
	

	
	For a concrete representation of such a triangle you can use sticky tape or bits of elastic. You can measure the angles by placing a protractor at each vertex.
	
	

	
	« Et que vaut alors la somme A+B+C ? »
	“ Nonese icyo gihe igiteranyo A+B+C kingana na kangahe?”
	

	
	« So wot d'yer get for the sum A+B+C ? »
	
	

	
	« Ça dépend de la surface du triangle. Entre 180° et 900° ! »
	“ Biterwa n’ubuso bw’iyo nyabutatu. Kizaba ari hagati ya 180° na 900° !”
	

	
	« That depends on the triangle, but it's between 180° and 900° ! »
	
	

	
	« Sur une courte distance, la paroi de la sphère est peu différente d'un PLAN. Aussi, dans ce cas, la somme... »

	“ Ku hantu hagufi, uruhande rwa siferi rutandukanye gato n’IKIBYATARARE. Birtyo, muri icyo gihe, icyo giteranyo …”
	

	
	« Over short distances, the sphere is almost exactly planar. So in this case the sum of the angles... »
	
	

	
	« ...est très voisine de 180° »
	“ …cyegereye 180° ”
	

	
	« ...is very close to 180° »
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	« Voici un triangle, que l'on pourrait matérialiser par exemple à l'aide de trois brins de fil élastique »
	“ Dore inyabutatu dushobora kwerekana dukoresheje utugozi duto dutatu dukweduka”
	

	
	« Try making a triangle like this out of stickly tape or elastic. »
	
	

	
	« Triangle qui serait alors tri-rectangle et équilatéral »
	“ Inyabutatu ishobora rero kuba inyabutatu nyaregitangeri kandi ifite impande zose zingana”
	

	
	« Blimey ! H'it's a h'equilateral triangle an ' a three-sized rectangle at the same time ! »
	
	

	
	« Et la somme des angles : A+B+C vaut 270° »
	“ Noneho igiteranyo cy’ibipimo by’imfuruka: A+B+C kingana na 270° “
	

	
	« And the sum of its angles is now A+B+C=270°. »
	
	

	
	« Triangle un peu particulier puisqu'il occupe le huitième de la surface de la sphère. »
	“ Iyi nyabutatu ifite umwihariko kuko ubuso bwayo bungana n’igice kimwe cya munani cy’ubuso bwa siferi.”
	

	
	« It's a very special one – it takes up exactly one eighth of the surface of the sphere. »
	
	

	
	« Et vous n'avez pas tout vu ! »
	“Kandi nti mwari mwabona byose !”
	

	
	« And you – er – ''ain't seen nothin' yet !'' »
	
	

	
	Imaginons maintenant un Triangle, toujours constitué de ces brins élastiques, dont nous écartons progressivement les sommets. Les angles en ces sommets vont croître. 
Et leur somme fera de même.
	Noneho ubu shyira mu gitekerezo inyabutatu ikomeje igizwe na twa tugozi dukweduka ; noneho tugende dutandukanya buhoro buhoro amasonga yatwo. Imfuruka zo kuri ayo masonga zizagenda zikura. N’igiteranyo k’ibipimo byazo nacyo kiziyongera.
	

	
	Imagine a triangle, made out of elastic, whose vertice migrate over the sphere. The angles grow larger and larger; and so does the sum.
	
	

	
	Finalement, on peut s'arranger pour que les trois sommets viennent s'inscrire sur un équateur de la sphère. Les angles A, B et C sont alors PLATS, valent 180°, et leur somme atteint 540° !!...
	Mu kurangiza, umuntu ashobora gukora k’uburyo ayo masonga atatu aba kuri ekwateri ya siferi. Imfuruka A, B na C ziba zishashe rwose kandi zingana na 180° , igiteranyo cyazo na cyo kirazamuka kugera kuri 540° !!...
	

	
	There comes a stage where the three vertices all lie on a single great circle, the equator of the sphere. The angles A,B and C are all straight lines, that is, 180°. Their sum is now 540° !!
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	En prolongeant cette migration des sommets du triangle sur l'autre hémisphère, celui-ci va converger vers le point S, antipodal de N
Si on conserve aux angles aux sommets leur définition de départ, chacun d'eux vaudra alors plus de 180° ! Pour être précis, il vaudront chacun 360° - 60° = 300° 
	Uwakomeza iryo suhuka ry’amasonga y’inyabutatu arijyana ku iyindi emisiferi, ayo masonga yazaza guhurira mu kadomo ka S, ari na ko ndwanyapodale ya N. Niba tugumanye ubusobanuro bwa mbere duha imfuruka zo mu masonga, imwe yose yo muri izo mfuruka izagira rero igipimo kiruta 180 ° ! Mu buryo busobanutse, imwe yose izangana na 360°-60°=300°
	

	
	As the triangle continues its migration into the southern hemisphere, its vertices converge on the point S antipodal to N. 
Defining the vertex angles in the same way as at the start, they now exceed 180 ! More precisely, they each become 360°-60°=300°.
	
	

	
	Somme : 300 x 3 = 900°
	Igiteranyo : 300 x 3 = 900°
	

	
	Sum  300 x 3 = 900°
	
	

	
	« La circonférence complète représente 360° »
	“ Umuzengurutzo wuzuye uzangana na 360°.”
	

	
	« A full circle comes to 360°. »
	
	

	
	« Ainsi, sur la sphère, la somme des angles d'un triangle peut aller de 180° à 900° ! »
	« Birtyo, kuri siferi, igiteranyo k’imfuruka z’inyabutatu gishobora kuva ku 180° kikagera kuri 900°. »
	

	
	« So, an a sphere, the angle-sum of a triangle can lie between 180° and 900° ! »
	
	

	
	« Hum... »
	“ Mhum…”
	

	
	« Humph »
	
	

	
	« Suivant le théorème de Gauss, la somme des angles d'un triangle tracé sur une sphère vaut :
A+B+C = 180(1+A/3,1416R²) degrés où R est le rayon de la dite sphère et A l'aire du triangle. »
	« Dukurikije teworeme ya Gosi, igiteranyo cy’ibipimo by’imfuruka z’inyabutatu ishushanyije kuri siferi kingana na: A+B+C= 180 (1+A/3,1416R²) dogere, R ni reyo y’iyo siferi naho A ni ubuso bw’iyo nyabutatu. »
	

	
	« In fact, a theorem proved by Gauss, says that the sumof the angles is given by : 
A+B+C=180(1+A/3,1416R²) degrees, where R is the radius of the sphere and A is the AREA of the triangle. »
	
	

	
	GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE
	Jewometiri nyasiferi
	

	
	SPHERICAL GEOMETRY
	
	

	
	Si le triangle est d'une aire faible (par rapport à celle de la sphère), on retrouve Euclide (A+B+C=180°)
	Iyo tiriyangeri ifite ubuso buto (ugereranije n’ubwa siferi), tugaruka kuri Ekilide (A+B+C=180°)
	

	
	When the area is small relative to the sphere, we recover the euclidian result (A+B+C=180°)
	
	

	
	Si, au contraire, le triangle a quasiment la surface de la sphère (4 x 3,1416 x R²), on retombe sur les 900°
	Tugarutse inyuma, iyo nyabutatu ifite neza ubuso bungana n’ubwa siferi ( 4 x 3,1416 x R²), tugwa kuri dogere 900
	

	
	If, on the other hand, the area of the triangle is almost that of the sphere, 4 x 3,1416 x R², we get 900°.
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	Note de service : 
Deux points d'une sphère peuvent être joints par deux Arcs Géodésiques constituant UN grand cercle. Mais si ces points N et S sont ANTIPODAUX, alors par ceux-ci passe une infinité de GÉODÉSIQUES !... Deux de ces ''droites de la sphère'' définissent un BIANGLE, dont les deux angles et les deux côtés sont égaux. La somme des angles vaut... n'importe quoi !
La direction
	Inyandiko y’akazi:
Utudomo tubiri twa siferi dushobora guhuzwa n’imizingi ibiri ya jewodezike zigize uruziga runini. Ariko niba utwo tudomo N na S ari ndwanyapodale, ni ukuvugako muri utwo tudomo haca ihumbagiza rya jewodezike !... Ibiri muri iyo « mirongo ya siferi » isobanura imfuruka-nyabibiri, aho izo mfuruka ebyiri zingana n’impande ebyiri nazo zingana, Igiteranyo cy’imfuruka kingana n’… icyaricyo cyose !
Ubuyobozi
	

	
	Memorandum : 
Two points of a sphere can be joigned by two geodesic arcs, making ONE great circle. But if these points N and S are ANTIPODAL, then INFINITELY MANY great circles pass through both ! Two such lines on the sphere form a BIANGLE, with the same size of angle at each vertex. The angle sum can be... ANYTHING !!
The boss

	
	

	
	« Complètement débile... »
	“Ubugoryi bwuzuye…”
	

	
	« They're all mad, y'know... »
	
	

	
	« Tâchons maintenant de comprendre pourquoi, tout à l'heure, Anselme avait trop de carrelage et de grillage »
	“Tugerageze ubu gusobanukirwa impamvu, mu kanya gashize, Anselimi yarafite kareraje na giriyaje z’umurengera .”
	

	
	« Now let's try to work out why Archie had too many tiles and too much fencing just now... »
	
	

	
	« (C) est le cercle qu'il trace et (∂) le cercle qu'il CROIT tracer. Il évalue l'aire à l'aide de la formule de géométrie plane πℓ² (π = 3,1416). L'aire réelle est la moitié de l'aire de la sphère : 2 πR². 
ℓ est le quart du périmètre, soit ½πR, et le rapport entre ces deux aires est  π²/8 = 1,233. Le rapport des périmètres est 2πℓ/2πR, soit π/2 = 1,57. Maintenant, si vous êtes sceptiques, essayez d'emballer une sphère avec un plan ! »
	“ ( C ) ni uruziga ashushanya naho (∂) ni uruziga yibazako ashushanya. Abara ubuso akoresheje forumile ya jewometiri y’ibibyatarare πℓ² (π = 3,1416). 
Ubuso nyabwo bungana n’icyakabiri cy’ubuso bwa siferi: 2 πR². 
ℓ ingana na kimwe cya kane cy’umuzenguruko, ni ukuvuga ½πR, kandi ikigereranyo hagati y’ubwo buso bubiri kingana na π²/8 = 1,233.  Naho ikigereranyo hagati y’imizenguruko kingana na 2πℓ/2πR, ni ukuvuga π/2 = 1,57. Ubu noneho nimbi mugishidikanya, nimugerageze gufungirana siferi mukoresheje ikibyatarare!”
	

	
	« (C) is the circle we drew, and (∂) the circle he thought he was drawing. For the area, he used a formula from plane geometry : πℓ² (π = 3,1416...). The true area is half the area of the sphere, 2 πR². 
Now ℓ is the quarter of the sphere's circumference, ½πR. So the ratio of the two areas is π²/8 = 1,233. The ratio of the perimeters is 2πℓ/2πR = π/2 = 1,57. If you still don't believe me, try wrapping the disc on the sphere ! »
	
	

	
	« Zut ! Ça fait des plis ! »
	Zute! Birazana imihiro !”
	

	
	« Gosh ! You get pleats ! »
	
	

	
	« Un plan ! Quel plan ?! »
	“ ikibyatarare! Ikibyatarare kihe?!”
	

	
	« Disc ? Disc ? What disc ? »
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	Tant que Lanturlu n'a pas atteint l'équateur de la sphère, la CONCAVITÉ de son cercle lui paraît normale :
	Igihe cyose Lanturulu azaba ataragera kuri ekwateri ya siferi, u BUHETAME bw’uruziga rwe azabubona nk’ubusanzwe:
	

	
	All the while Higgins hadn't reached the equator, his circle looked CONCAVE, just like a normal one would...
	
	

	
	Parallèle
	Nteganyi 
	

	
	Parallel
	
	

	
	Géodésique
	Jewodezike 
	

	
	Geodesic
	
	

	
	Ce cercle est un parallèle, alors que sa règle suit une GÉODÉSIQUE, c'est-à-dire un GRAND CERCLE de la sphère. 
	Uru rugori ni nteganyi, ariko kandi agacamurongo ke gakurikira JEWODEZIKE, ni ukuvuga uRUZIGA RUNINI rwa siferi.
	

	
	His circle was a parallel, and his ruler was a GEODESIC – Part of a great circle on the sphere.
	
	

	
	A l'équateur, c'est-à-dire quand ℓ=π/2R, le parallèle se confond avec la géodésique et le cercle lui apparaît ''DROIT''.
	Kuri ekwateri, ni ukuvuga igihe ℓ=π/2R, nteganyi yahwanye na jewodezike kandi uruziga rwo rugaragara nkaho “RUGOROROTSE”.
	

	
	At the equator, that is, when ℓ=π/2R, the parallel coincided with the geodesic, and the circle looked ''straight.''
	
	

	
	EQUATEUR
	EKWATERI
	

	
	EQUATOR
	
	

	
	Au-delà, la concavité de son cercle lui paraît s'inverser
	Hirya yayo, ubuhetame bw’uruziga rwe bugaragara nk’ubwihindukije.
	

	
	After that, the concavity of the circle reversed direction
	
	

	
	Grand Cercle
	Uruziga runini
	

	
	
	
	

	
	« Où suis-je ? »
	“ Ndi ahagana he?”
	

	
	« What's going on ? »
	
	

	
	Cette propriété explique comment on peut à volonté ''entrer'' ou ''sortir'' d'un cercle, sans le franchir, lorsqu'il est tracé sur une sphère.
Il faut imaginer ce cercle comme une bague élastique que l'on ferait glisser sur une boule de billard.
	Iryo hame risobanura ukuntu umuntu, abishatse, yakwinjira cyangwa agasohoka mu ruziga, atarurenze, igihe cyose urwo ruziga rushushanyije kuri siferi.
Kugirango ubyumve neza, gereranya urwo ruziga n’impeta ikweduka wajyenda unyereza ku mupira wa siferi.
	

	
	This explains how you can get ''into'' or ''out of'' a circle on the sphere, without crossing it. Just think of the circle as being made of elastic, sliding about like a rubber band on a billard ball. 
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	Anselme mit un certain temps à digérer tous ces aspects, découverts par le mathématicien Gauss (1777-1855). Il décida de partir à la découverte du monde des SURFACES :
	Anselimi byamufashe igihe kitari gito kugirango asobanukirwe iyo miterere yose yavumbuwe n’inzobere mu mibare Gawusi (1777- 1855). Yafashe icyemezo cyo gukora ubushakashatsi ku mibereho y’i BINYABUSO:
	

	
	It took Archie a little while to digest these ideas, discovered by mathematician Gauss (1777-1855). He decided that the next step was to understand the geometry of SURFACES. 
	
	

	
	Géométrie sphérique
	Jewometiri ya siferi
	GAUSS

	
	Spherical geometry
	
	GAWUSI

	
	« Bon, j'ai tout ce qu'il me faut : une règle, un rapporteur, de la ficelle, mon maillet. Allons-y... »
	“ ni byiza, mfite ibintu byose na kyenera: agacamurongo, agacamfuruka, umugozi, inyundo yanjye. Reka tugende …”
	

	
	« Right – I've got everything  need : ruler, protractor, lots of string, and a hammer. Off w go ! »
	
	

	
	Parfois la science amène à prendre des risques.
	Rimwe na rimwe siyanse ituma ufata ibyemezo bituma wigerezaho.
	

	
	Sometimes science demands that one take risks...
	
	

	
	« Savoir ! »
	“ ubumenyi !”
	

	
	« Knowledge ! »
	
	

	
	Ayant atteri dans un monde nouveau, Anselme déroule une nouvelle fois une GÉODÉSIQUE, mais, cette fois : 
	Ko yaramaze kwinjira mu si nshya, Anselimi yarambuye ku nshuro nshya Ijewodezike, ariko, ubu ho:
	

	
	Having reached a new world, Archie once more unreeled a Geodesic – but this time...
	
	

	
	« Diable, cette surface semble ne mener nulle part ! »
	“ Dore ishyano, iyi nyabuso irasa naho ntaho injyeza !”
	

	
	« Drat ! I don't seem to be getting ANYWHERE this time ! »
	
	

	
	La géodésique ne se referme pas.
	Jewodezike ntiyifunga
	

	
	The geodesic didn't close up.  
	
	

	
	A l'aide de trois fils bien tendus, Anselme construit un triangle, mais la somme des angles aux sommets se révèle, cette fois, inférieure à 180°
	Akoresheje imigozi itatu ireze neza, Anselimi yubatse inyabutatu, ariko igiteranyo cy’ibipimo by’imfuruka zo mu nguni byagaragayeko, ubu ho, ari gito kuri (degere) 180°
	

	
	Using three stretched strings, Archie build a triangle - but now the sum of the angles at the verticles was less than 180° ! 
	
	

	
	« Bon, v'là autre chose ! »
	“byiza, dore ikindi kintu !”
	

	
	« O.K., let's try it another way... »
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	Un cercle étant toujours l'ensemble des points situés à une même distance ℓ d'un point fixe, Lanturlu constate que ce cercle, tracé sur cette nouvelle surface, a un périmètre SUPÉRIEUR à 2πℓ, tandis que son aire EXCÈDE πℓ².
Dissipons les nuées : 
	Uruziga ni, buri gihe, ihuriro ry’utudomo dutuye k’uburebure bumwe bungana na ℓ uturutse ku kadomo kamwe kagumahamwe, Lanturulu yabonyeko urwo ruziga, rushushanyije kuri iriya nyabuso nshya, rufite umuzenguruko URUTA 2πℓ, naho ubuso bwayo buruta πℓ².
Dukureho urujijo :
	

	
	As always, defining a circle to be a fixed distance from a chosen point, Archibald Higgins found that a circle drawn on the new surface had a perimeter larger than 2πℓ, and an area greater than πℓ².
Get rid of the fog :
	
	

	
	La surface affecte, cette fois, la forme d'un col de montagne ou d'une selle de cheval. Certains objets de votre vie de tous les jours peuvent également convenir : un cor de chasse ou ce type de tabouret : 
	Ubuso, ubu ho, bugaragaza iforoma y’ijosi ry’umusozi cyangwa ubwicaro bwo kw’ifarashi. Ibintu bimwe byo mu buzima bwanyu bwa buri munsi nabyo bishobora gusa na cyo: ikoro y’umuhigo cyangwa ubwoko bw’aka gatebe. 
	

	
	The surface now has the same as a mountain pass, or the saddle of a horse. Maint objects in daily use will serve equally well – a hunting horn, this sort of stool, or...
	
	

	
	PLAN
	IKIBYATARARE
	

	
	PLANE
	
	

	
	« Là, mon cher, je suis largué... »
	“ Aho ngaho, muvandimwe, natakaye…”
	

	
	« I'd fall off that fing, mate ! »
	
	

	
	« mais non... »
	“Ariko oya…”
	

	
	« No you wouldn't »
	
	

	
	« Pour avoir le fin mot de l'histoire, tournez la page. »
	« Kugirango uzabone ijambo rya nyuma ry’amateka, ugomba guhindura ipaje.”
	Geometrie eucludienne

	
	« For the final word on all this, turn the page... »
	
	Jewometiri nyayekilide
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	COURBURE :
	UBUHETAME
	

	
	CURVATURE : 
	
	

	
	Une surface courbe est une surface où les théorèmes euclidiens ne marchent pas. La courbure peut être positive ou négative. 
Sur une surface à COURBURE POSITIVE, la somme des angles d'un triangle est supérieure à 180°. Si on trace un cercle de rayon ℓ, sa surface est inférieure à πℓ² et son périmètre inférieur à 2πℓ. 
Sur une surface à COURBURE NÉGATIVE la somme des angles d'un triangle est inférieure à 180°. Si on trace un cercle de rayon ℓ, sa surface est supérieure à πℓ² et son périmètre supérieur à 2πℓ. 
	Inyabuso ihetamye ni inyabuso iteye ku buryo teworeme za Ekilide zitahakorera. Ubuhetame bushobora kuba ari pozitifu cyangwa negatifu.
Ku inyabuso Y’UBUHETAME BWA POZITIFU, igiteranyo cy’ibipimo by’imfuruka z’inyabutatu kiruta (dogere) 180°. Iyo ushushanyije uruziga rwa reyo ℓ, ubuso bwayo buba ari buto kuri πℓ² kandi umuzenguruko wa yo uba nawo uri muto kuri 2πℓ. 
Ku inyabuso y’UBUHETAME BWA NEGATIFU, igiteranyo cy’ibipimo by’imfuruka z’inyabutatu kiba ari gito kuri dogere 180. Iyo ushushanyije uruziga rwa reyo ℓ, ubuso bwa rwo buba buruta πℓ² kandi umuzenguruko warwo uba  uruta 2πℓ.
	

	
	A curved surface is one on which the theorems of EUCLID & Co. don't work. The curvature can be positive or negative. 
On a surface of POSITIVE CURVATURE, the sum of the angles of a triangle is greater than 180°. If you draw a circle of radius ℓ, its areas is less than πℓ² and its perimeter is less than 2πℓ.
On a surface of NEGATIVE CURVATURE, the sum of the angles of the triangle is less than 180°. If you draw a circle of radius ℓ, its areas is greater than πℓ² and its perimeter is greater than 2πℓ.
	
	

	
	Tout à l'heure, Anselme avait constaté qu'en tentant de REVÊTIR une sphère, surface à courbure positive, avec un élément plan, des plis apparaissaient. Le revêtement d'une surface à courbure négative par un plan est également impossible : des craquements apparaissent. Ce test de l'emballage est le plus simple pour déterminer si la courbure est positive ou négative. 
	Mu kanya gashize, Aselimi yari yiboneye ko iyo ugerageje gupfuka siferi, inyabuso y’ubuhetame pozitifu, ukoresheje ikintu kibyataraye, kiripfunyapfunya. Nanone gupfuka womekeranije inyabuso y’ubuhetame bwa negatifu ntibishoboka : igipfuko gitangira komokagurika. Icyo gipimo cyo gupfuka ni cyo cyoroshye mu bindi byose kugirango ushobore kumenya nimba ubuhetame ari pozitifu cyangwa negatifu.
	

	
	A while back, Archie noticed that when you try to WRAP a piece of the plane on a surface of positive curvature, pleats form in it. It is also impossible to wrap a piece of the plane on a surface of negative curvature : it splits. 
This wrapping poperty is the simplest test for a positive or negative curvature. 
	
	

	
	« Ça craque ! »
	“ Biromokagurika ! ”
	

	
	« That's torn it!! »
	
	

	
	Comme on peut le voir sur la page précédente, les surfaces peuvent présenter des régions à courbure positive, d'autres à courbure négative. 
	Nkuko umuntu ashobora kubibona kuri paje ihise, inyabuso zishobora kugaragaza ibihimba by’ubuhetame bwa pozitifu, n’ibindi by’ubuhetame bwa negatifu.
	

	
	As you saw on the previous page, some surfaces can have regions of positive curvature AND regions of negative curvature. 
	
	

	
	« Un cylindre, un cône, ont-ils une courbure ? »
	“ Isilenderi, ikone, byaba bifite ubuhetame ? ”
	

	
	« I wonder if CYLNDERS or CONES are curved ? »
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	« Test de l'emballage »
	“ Igipimo cyo gupfuka”
	

	
	« The wrapping test... »
	
	

	
	« Un cylindre, un cône, se laissent revêtir par un plan ! »
	“ Isilenderi, umutemeri, bipfukwa neza n’ikibyatarare !”
	

	
	« Hmmph ! You can wrap a plane on a cylinder or cone ! »
	
	

	
	« Pas de panique. Je colle trois fils élastiques, c'est-à-dire trois géodésiques, sur mon cylindre à l'aide de ruban adhésif... »
	“ Ntabwoba. Ndomeka imigozi ikweduka itatu, ni ukuvuga jewodezike eshatu, kuri silenderi yanjye nkoresheje agatambaro kariho ubujeni…”
	

	
	« Don't panic. I'll stick three bits of elastic – geodesics – on to the cylinder, using sticky tape. »
	
	

	
	« Maintenant je marque mes géodésiques SUR la surface... »
	“ Ubu ndashushanya jewodezike zanjye KU nyabuso…”
	

	
	« ...Now, mark the geodesics on the surface... »
	
	

	
	« Je met mon cylindre bien A PLAT »
	“ Ndarambika neza silenderi yanjye HASI ”
	

	
	« ...roll the cylinder out FLAT... »
	
	

	
	Suivant notre définition, les cylindres et les cônes, obéissant à la géométrie EUCLIDIENNE, sont des SURFACES PLANES !!!
	Ukurikije ubusobanuro bwacu, za silenderi n’imitemeri, zubahiriza jewometiri YA EKILIDE, ni INYABUSO ZIBWATARAYE !!!
	

	
	According to our definition, cylinders and cones obey EUCLIDEAN geometry, and so are FLAT SURFACES !!!
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	« Du calme !... »
	“ Itonde !...”
	EUCLIDE

	
	« No need to take it like that ! »
	
	EKILIDE

	
	LA NOTION D'ESPACE : 
	UBUMENYI KURI ESIPASE:
	

	
	THE NOTION OF SPACE : 
	
	

	
	Tout à l'heure, des nuées empêchaient Anselme de voir plus loin que le bout de son nez... ou presque. S'il n'en avait pas été ainsi, il aurait pu percevoir la COURBURE de son ESPACE SPHÉRIQUE. 
	Mu mwanya ushize, ibicu byabujije Anselimi kubona kure y’umutwe w’izuru rye… cyangwa hafi ya ryo. Iyo bitaba ibyo yari kuba yabonye UBUHETAME bwa ESIPASE NYA SIFERI ye.
	

	
	Earlier, the clouds prevented Archie from seeing beyond the end of his nose – or there abouts. Were it not for that, he would have seen the curvature of the SPHERICAL SPACE he lived ON.
	
	

	
	Il y a une autre façon d'empêcher Lanturlu de VOIR cette courbure : c'est de lui faire habiter la surface, de faire en sorte qu'il appartienne à celle-ci. 
	Hariho ubundi buryo bwo kubuza Lanturulu kubona ubwo buhetame: ni ubwo kumutuza muri iyo nyabuso, gukora ku buryo aba uwayo.
	

	
	There is another way to prevent Higgings seeing the curvature of the surface : make him live in it – to be a part of it. 
	
	

	
	« Hé !? »
	“He !?”
	

	
	« Hey !! »
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	On notera que cette situation nouvelle n'empêche nullement les
	Ni ukumenyako ubwo buturire bushyashya butabuza nagato 
	

	
	Note that this new point of view has no effect on : 
	
	

	
	Mesures de LONGUEURS
	imipimire y’UBUREBURE
	

	
	Measurements of LENGTH...
	
	

	
	d'ANGLES
	Y’IMFURUKA….
	

	
	...ANGLES...
	
	

	
	De SURFACES
	Y’I NYABUSO
	

	
	...or AREAS
	
	

	
	Bien qu'étant confiné DANS la surface, Anselme aurait très bien pu constater la courbure et définir son signe (positif ou négatif), et même la mesurer, sans pour cela être capable de la VOIR. Si la somme des angles d'un triangle vaut 180°, alors cette surface est PLANE. 
Si cette somme excède 180°, la courbure est positive et Anselme peut calculer le rayon de courbure R local à l'aide de la formule : A+B+C = 180(1+A/3,14R²) degrés où A est l'aire du triangle. 
Si cette somme est inférieure à 180°, on peut définir un rayon de courbure R, donné par: A+B+C =  180(1-A/3,14R²) mais il n'a plus le sens physique habituel. 
On notera qu'un PLAN peut être assimilé à une surface ayant un rayon de courbure R infini. 
On retrouve alors tous les théorèmes d'Euclide. 
	Naho rwose yafungiwe MU nyabuso, Anselimi yashoboraga neza kwibonera ubwo buhetame kandi agasobanura ikimenyetso cyabwo (pozitifu cyangwa negatifu), kandi akanabupima ; ibyo ntibivuze ko yari kuba yashobora KUBUBONA. Niba igiteranyo cy’ibipimo by’imfuruka z’inyabutatu kingana na dogere 180, ubuhetame ni pozitifu kandi Anselimi ashobora gushaka reyo y’ubuhetame bwaho ari akoresheje iyi forumire : A+B+C=180(1+A/3,14R²) iza iri muri dogere kandi aho A ni ubuso bw’inyabutatu.
Niba icyo giteranyo ari gito kuri dogere 180 ( 180° ), umuntu ashobora gusobanura reyo y’ubuhetame R bwatanzwe akoresheje iyi forumire : A+B+C =  180(1-A/3,14R²) ariko ntifite ubusobanuro bugaragara busanzwe.
Uzamenye ko IKIBYATARARE gishobora kugereranywa n’inyabuso ifite reyo y’ubuhetame R bwinshi bw’agahumbagiza.
Duhita tubona kandi teworeme zose za Ekilide.
	

	
	But, despite being confined within the surface itself, Archie could still consider its curvature and decide whether it was positive or negative, and even measure it, without being able to SEE it. If the angle-sum of a triangle was 180°, the surface would be a plane. If the sum exceeded 180°, the curvature would be positive, and Archie could calculate the local radius of curvature R by using the formula A+B+C=180(1+A/3,14R²) degrees, where A is the area of the triangle. 
If the sum were less than 180°, we could define a radius of  curvature R given by A+B+C=180(1-A/3,14R²), but it would no longer have the usal physic meaning.
Note that we can include the PLANE as a surface whose radius of curvature R is INFINITE. By so doing, we could recover the usual Euclidian theorems. 
	
	

	
	COURBURE POSITIVE
	UBUHETAME POZITIFU
	

	
	POSTIVE CURVATURE
	
	

	
	COURBURE NÉGATIVE
	UBUHETAME NEGATIFU
	

	
	NEGATIVE CURVATURE
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	LE CONCEPT DE DIMENSION
	IGITEKEREZO CYA DIMANSIYO
	

	
	THE CONCEPT OF DIMENSION 
	
	

	
	Le nombre de dimensions est simplement le nombre de quantités, de coordonnées, qu'il faut se donner, dans un espace quelconque, pour y définir un POINT. 
Les SURFACES sont des représentations d'espaces à deux dimensions. Les quantités servant au repérage peuvent être des longueurs, des nombres, des angles...
	Umubare wa dimansiyo ungana n’umubare w’ibintu, wa korudone, umuntu agomba kwiha, muri esipase iyariyo yose, kugirango ayisobanuremwo Akadomo.
I NYBUSO ni ibyerekeranyamwo bya esipase za dimansiyo ebyiri.
Ibintu bibarwa byifashishwa mu kugaragaza imiturire, bishobora kuba imirongo, imibare, imfuruka….
	

	
	The number of dimensions is just the number of quantities – or coordinates – that must be given, in a chosen space, to define the position of a point. 
SURFACES are spaces that have two dimensions. The quantities used for the measurments can be length, numbers, angles...
	
	

	
	Cheval en G4
	Ifarashi iteye nka G4
	

	
	Knight in G4
	
	

	
	Longitude, latitude
	Lonjitide, latitide
	

	
	Longitude, latitude
	
	

	
	On a coutume de dire que notre espace, si on excepte le temps, a trois dimensions
	Dufite akamenyero ko kufunga ko esipase yacu, ukuyemwo igihe, ifite dimansiyo eshatu.
	

	
	It is customary to say that our space, if one ignore time, has 3 dimensions.
	
	

	
	« Tu es dans un espace à trois dimensions »
	“ Uri muri esipase ya dimansiyo eshatu.”
	

	
	« You're in a 3-dimensional space. »
	
	

	
	« Je suis dans QUOI ?!? »
	“ Ndi mu KI?!?”
	

	
	« I'm in a WHAT ? »
	
	

	
	Anselme observe la mouche.
	Anselimi yitejyereza isazi.
	

	
	Archie observes the fly...
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	Site
	Ikicaro 
	

	
	Elevation
	
	

	
	Azimuts
Parallaxe
	Azimute
paralagise
	

	
	Azimuths
Parallax
	
	

	
	Anselme repère les objets par rapport à son corps, à sa boîte crânienne. La position d'un objet ponctuel est connue à l'aide de trois ANGLES : le site et les calages azimutaux de ses deux yeux : β1 et β2.
La différence angulaire β1 – β2 s'appelle la parallaxe.
Dans le cerveau d'Anselme, s'effectue un décodage qui transforme cette parallaxe en distance. 
	Anselimi apima ikicaro k’ibintu agereranije n’umubyimba we, n’umutwe we. Ikicaro cy’ikintu gifatika kimenyekana wifashishe IMFURUKA eshatu: intumbero n’ubwigireyo buhagaze bw’amaso ye abiri: β1 na β2.

Ubutandukanya bw’imfuruka β1 – β2 bwitwa paralagise.
Mu bwonko bwa Anselimi, habera ihishuka rihindura iyo paralagise m’uburebure.
	

	
	Archie can find the positionsof things by using his skull... 
The positon of a point can be determined by three ANGLES the elevation α, and the azimuthal deviations  β1 and β2 of his two eyes. 
The angular difference  β1 – β2 is called the PARALLAX.
Archie's brain can decode this parallax, and interpret it as distance. 
	
	

	
	LE PLONGEMENT :
	UBWINIKE
	

	
	IMMERSION :
	
	

	
	Mais la mouche évolue également sur le globe sphérique de la lampe où sa position, dans cet espace bidimensionnel, peut être repérée à l'aide de deux angles θ et φ (longitude et latitude).
	Ariko isaziyo irazamuka no ku mubumbe nyasiferi w’itara aho ikicaro cyayo, muri iyo esipase nyadimansiyo-ebyiri, gishobora kugaragazwa ukoresheje imfuruka ebyiri θ na φ (ubutambikye n’ubuhagarikye).
	

	
	But the fly thinks of himself as moving on the spherical lampshade, where its position, in this 2-dimensional space, can be described by only two angles  θ and φ (longitude & latitude).
	
	

	
	Nous dirons que cet espace à deux dimensions est PLONGÉ dans notre espace à trois dimensions. 
	Tuzavuga ko esipase yacu ya dimansiyo ebyiri YINITSE muri esipase ya dimansiyo eshatu.
	 α, β1, β2

	
	We say that this 2-dimensional space is immersed (or embedded) in our usual 3-dimensional space.
	
	α, β1, β2
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	Supposons que la mouche suive une courbe (φ) tracée sur la sphère. On pourra repérer sa position à l'aide d'une seule coordonnée (sa distance s à un point d'origine, comptée algébriquement)
Une courbe est une image d'un espace à UNE dimension. 
Cet espace unidimensionnel est plongé dans un espace bidimensionnel (sphère), lui-même PLONGÉ dans un espace tridimensionnel. 
Ainsi l'espace où nous évoluons pourrait être plongé dans un espace de dimension supérieure sans que nous puissions en avoir conscience. 
	Reka twemereko isazi igendera ku muzingi (φ) ushushanyije kuri siferi. Abantu bazashobora kandi kwerekana ikicaro cya yo bifashishije korudone imwe gusa (urugendo s, rupimye mu buryo bwa aligebure, uhereye ku kadomo ntangiriro ukagera ku kicaro k’iyo sazi.)
Umuzingi ni ishusho ya esipase ya dimansiyo IMWE.
Iyi esipase nyadimansiyo-imwe yinitse muri esipase nyadimansiyo-ebyiri (siferi), nayo ubwayo YINITSE muri esipase nyadimansiyo-eshatu.
Birtyo esipase tubamwo ishobora kwinikwa muri esipase ya dimansiyo nini kuburyo kandi twebwe tutabimenya.
	

	
	Suppose the fly follows a curve (φ) on the sphere. Now we can represent this its position using only ONE coordinate – the distance from the starting point (taking backwards distances as negative). A curve is a picture of 1-dimensional space.
This 1-dimensional space is immersed in a 2-dimensional space (the sphere) which is itself immersed in a 3-dimensional space. So our own space COULD itself be immersed in one of higher dimension, of which we are not conscious. 
	
	

	
	« Attention ! Un univers peut en cacher un autre ! »
	“Itonde! Iniveri ishobora guhisha iyindi!”
	

	
	« Take note ! One universe can be hidden inside another one ! »
	
	

	
	« Ah, pas de métaphysique voulez-vous ! »
	“Ahe, urashaka kuvuga ko nta metafizike !”
	

	
	« Oh 'eck ! None o' yer bleedin' metaphysics, if y' don' mind ! »
	
	

	
	« Savez-vous, mon cher, que nous nous définissons dans un espace à une dimension »
	“ Nshuti ya njye, ese uziko twiyerekanira muri esipase ya dimansiyo imwe”
	

	
	« Do you realize, my dear fellow, that we are defining ourselves in a 1-dimensional space ? »
	
	

	
	« Ouh là là ! Moi, les espaces unidimensionnels, j'aime pas ça ! »
	“Uwa la la! Jyewe, esipase za dimansiyo imwe, sinzikunda nabusa!”
	

	
	« You know, i'm not really too keen on 1-dimensional spaces. »
	
	

	
	« La distance AC est de un mètre »
	“Uburebure AC bungana na metero imwe”
	

	
	« The distance AC is one meter. »
	
	

	
	« B est entre A et C »
	“ B iri hagati ya A na C”
	

	
	« B is between A and C. »
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	« Même si la ficelle est tortillée en tous sens, B est toujours entre A et C, et la longueur AC est toujours de un mètre. »
	“ Naho umugozi waba uhinahinnye ukuntu mu mpande zose, B izaguma buri gihe hagati ya A na C, kandi uburebure AC buzahora bungana n’imetero imwe.”
	

	
	« Even if the string is all twisted up, B stays between A and C ; and the distance AC is still one meter. »
	
	

	
	« Exact »
	“ Ni iby’ukuri”
	

	
	« Quite »
	
	

	
	Ceci suggère que certaines propriétés peuvent être indépendantes de la manière dont s'effectue le prolongement.
	Ibi bidutera gutekereza ko uburanga bumwe na bumwe bushobora kuba ntaho buhuriye n’uburyo iri yinikwa rikorwa.
	

	
	This suggests that some properties can be independent of the manner in which the space is immersed. 
	
	

	
	Voici différentes manières de PLONGER une COURBE FERMÉE dans l'espace ordinaire. Cette FERMETURE est une propriété indépendante du plongement. 
	Dore uburyo butandukanye bwo KWINIKA u MUZINGI UFUNZE muri esipase isanzwe. Ubu BUFUNJYE ni uburanga butagira aho buhuriye n’iyinika.
	

	
	Here are different ways to immerse a closed curve in ordinary space. The fact that it is closed does not depend on how it is immersed. 
	
	

	
	Mais nous nous sommes bien gardés d'étirer ou de contracter la ficelle, afin de ne pas modifier les LONGUEURS entre des points successifs. Nous allons maintenant PLONGER des SURFACES dans l'espace à trois dimensions ordinaire. 
	Ariko pe twirinze gukwedura cyangwa guhinahina umugozi, kugirango ntiduhindure UBUREBURE hagati y’utudomo dukurikiranye.
Noneho tugiye KWINIKA iNYABUSO muri esipase isanzwe ya dimansiyo eshatu.
	

	
	But we do have to be careful not to stretch or compress the string, so as not to change the distance between points. Now let's try immersing surfaces in ordinary space. 
	
	

	
	Si nous PLONGEONS un PLAN dans l'espace à trois dimensions ordinaire, nous pouvons le déplacer, le faire tourner, sans modifier sa GÉOMÉTRIE
	Iyo TWINITSE ikibyatarare muri esipase isanzwe ya dimansiyo eshatu, dushobora kuyisunika, kuyizengurukisha, tutarinze guhindura JEWOMETIRI yayo.
	

	
	If we immerse a plane in ordinary 3-dimensionnal space, we can bend it without altering its intrisic geometry.
	
	

	
	PLAN
	BIBYATARAYE
	

	
	PLANE
	
	

	
	ESPACE ORDINAIRE A TROIS DIMENSIONS
	ESIPASE ISANZWE YA DIMANSIYO ESHATU
	

	
	ORDINARY THREE-DIMENSIONAL SPACE
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	Nous avons vu que le fait de déformer un plan suivant un cylindre ne modifiait ni les géodésiques, ni les angles. 
Dans cette optique, une tôle ondulée a toujours une géométrie PLANE, EUCLIDIENNE.
Un habitant d'un tel espace bidimensionnel, euclidien, n'aurait aucune conscience des translations, rotations ou ondulations, qui ne seraient que des variations du mode de plongement dans l'espace tridimensionnel.
	Twabonye ko igikorwa cyo guheta ikibyatarare ukurikije umutemeri bidahindura jeodezike cyangwa imfuruka.
Ni muri iyo ntumero, ibati ry’imihiro rigumana buri gihe imiterere yaryo ya jewometiri Y’IBIBYATARARE, NYAYEKILIDE.
Umuturage wo muri esipase nk’iyo nyadimansiyo-ebyiri, nyayekilide, nta gitekerezo na kimwe azagira kijyanye n’iminyererere, imizengurukire cyangwa imikunjame izaba isa gusa n’imihindure y’uburyo by’imyinikire muri esipase nyadimansiyo-eshatu.  
	

	
	We've seen that bending a plane into a cylinder doesn't alter geodesics or angles. 
From this point of view a wavy sheet always as a plane Euclidean geometry. 
An inhabitant of such a 2-dimensional space would have no idea of the twists and turns and ups and downs of the surface, which are merely variable features of the way the surface is immersed in 3-dimensional space. 
	
	

	
	« Semblablement, notre espace tridimensionnel pourrait être lui même plongé dans un espace ayant un nombre supérieur de dimensions, sans que nous puissions nous en apercevoir. En effet, un tel plongement n'affecterait pas les géodésiques de notre espace, donc notre perception, basée sur la lumière, laquelle suit les géodésiques de l'espace. »
	Nk’uko rero, esipase yacu nyadimansiyo-eshatu ishobora nayo ubwayo kwinikwa mu yindi esipase ifite dimansiyo y’umubare wo hejuru ku buryo twebwe tutabimenya. Mu by’ukuri, iyinikwa nk’iryo ntiryagira icyo ritwara jewodezike za esipase yacu, birtyo rero imirebere yacu, nayo ishingiye k’urumuri, narwo rugendera kuri jewodezike za esipase, ntiyahinduka. »
	

	
	« It's conceivable that our usual 3-dimensional space could be immersed in one of higher dimension, without us realizing it.
Such an immersion would not change geodesics, nor our perception of the world, based on rays of light which move along geodesics. »
	
	

	
	« On pourrait ainsi envisager, entre deux points, un trajet plus court que le trajet suivi par la lumière »
	“ Birtyo rero umuntu ashobora kwibaza, niba hagati y’utudomo tubiri, hataboneka inzira ngufi kuruta isanzwe icibwamwo n’urumuri »
	

	
	« Which means we can visualize the possibility of the path between two points, shorter than that light taken by light. »
	
	

	
	« Eh, dites, vous... »
	“Ehe, muvuze, mwebwe…”
	

	
	« Yer don' say ! »
	
	

	
	« Je vous vois venir !
Vous êtes en train de m'entraîner vers la science-fiction »
	“Ndababona muza!
Murashaka kunjyana muri bumenyi-ndoto”
	

	
	« I know what you're up to ! 
You're trying to get me involved in science fiction ! »
	
	

	
	« Qu'est-ce que tu fais ? »
	“Urakora iki?”
	

	
	« What are you doing ? »
	
	

	
	« J'explore le fond de ma coquille »
	“Nditegereza neza indiba y’ikimene k’igi rya njye”
	

	
	« Exploring the end of my shell. »
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	Prenons un élément de plan et plions-le : 
	Dufate igice k’ikibyatarare hanyuma tugikunje:
	

	
	Take a piece of the plane and fold it :
	
	

	
	élastique
	ilasitikye
	

	
	elastic
	
	

	
	La pliure ne change absolument pas le tracé de ma géodésique !
	Uwo mukunjo ntuhindura na gato inzira ya jewodezike ya njye !
	

	
	« The fold doesn't alter the path of the geodesic at all ! »
	
	

	
	Sur une feuille de papier, à l'aide d'une règle, tracez tout un lot de droites, de géodésiques, puis chiffonez la feuille. Vous avez toujours sous les yeux les géodésiques de la surface, avec ou sans plis.
	Wifashishije agacamurongo, ca, k’urupapuro, imirongo na za jewodezike nyinshi hanyuma urukunjakunje. Nurangiza uribonerako za jewodezike zo kuri iyo nyabuso, zaba zirambuye cyangwa zikunje, zikiriho.
	

	
	Using a ruler, draw lots of straight lines (geodesics) on a sheet of paper. Then fold the paper several times. There, before your very eyes, are the geodesics – whether the surface is folded or not !
	
	

	
	« Mais cette première partie du voyage n'était que de la roupie de sansonnet, puisque la prochaine étape passe par les : »
	“ ariko iki gice cya mbere cy’urugendo cyari nk’umukino woroshye kuko igice gikurikira cyo gica : ” 
	

	
	« But this first part of our journey is a febble thing indeed, compared of the next step : » 
	
	

	
	ESPACES TRIDIMENSIONNELS COURBES
	ESIPASE NYADIMANSIYO-ESHATU ZIHETAMYE
	

	
	THREE-DIMENSIONAL CURVE SPACES
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	« Je veux descendre !!! »
	“ Ngiye kumanuka!!!”
	

	
	« Lemme out ! »
	
	

	
	« Monsieur Lanturlu ? »
	“Bwana Lanturulu ?”
	

	
	« Mr. Higgins ? »
	
	

	
	« Je suis le représentant de la maison Euclide et Cie. Nous savons que vous avez eu... euh... quelques déboires avec notre matériel. »
	“ Jye mpagarariye ikigo EkIlide n’ibya cyo. Tuzi ko mwagize…ehee… ingorane zimwe na zimwe ziturutse ku bikoresho byacu.”
	

	
	« I'm a sales representative from Euclid & Co. I'm told you've been having problems with some of our products. »
	
	

	
	« Certes »
	“ Ni koko”
	

	
	« Him »
	
	

	
	EUCLIDE ET CIE
	EKILIDE N’IBYA CYO
	

	
	EUCLID & CO.
	
	

	
	« J'ai ici de nouveaux articles qui, cette fois, devraient vous donner entière satisfaction »
	“ Mfite hano ibigurishwa bishyashya, ubu ho rwose, bigomba kugushimisha”
	

	
	« I have with me some of the latest additions to our range, which i'm sure will be entirely satisfactory. » 
	
	

	
	« Montrez toujours »
	“Byerekane se”
	

	
	« Let's see them, then. »
	
	

	
	FLUIDE COSMIQUE
SPACIOTEST
	IBITEMBA BYO MURI KOSIMOSI
IGIPIMO CYA ESIPASE
	

	
	COSMIC SPACEPROBE FLUID
	
	

	
	« L'Avenir est au tridimensionnel. Voyez-vous, la géométrie à deux dimensions est un peu... 
... dépassée »
	“Ibyejo hazaza bishingiye ku nyadimansiyo eshatu. Murabibona namwe ko jewometiri ya dimansiyo ebyiri hari ukuntu isa naho … itakigezweho, n’iyataye igihe”
	

	
	« Three dimensions that the seen nowadays. The geometry of the two dimensions is a bit...
... outmoded... »
	
	

	
	Notre nouveau nécéssaire à géodésiques...
	Ikintu cyacu gishyashya mu bijyanye na jewodezike….
	

	
	The latest thing in geodesics...
	
	

	
	... se compose de barres rigides, s'ajustant parfaitement les unes dans les autres.
	Kigizwe n’inkoni zikomeye, imwe icomekanwa neza n’indi.
	

	
	... is made from rigid rods, which fit perfectly together.
	
	

	
	« qui vous permettent de n'aller ni à droite, ni à gauche, ni en haut, ni en bas, mais TOUT DROIT ! »
	“zitakwemerera gukata yaba ari iburyo, ibumoso, hejuru, hasi, uretse gukomeza IMBERE YAWE GUSA !”
	

	
	« These will NOT allow you to deviate to the left or the right ; or up or down – but only to go straight ahead ! »
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	« Pour la mesure des surfaces, cette peinture. Cent grammes au mètre carré, exactement. »
	“ Naho mubyerekeranye no gupima ubuso, koresha iri rangi. Igarama ijana kuri metero kare imwe, birahwana neza.”
	

	
	« For measuring areas, why not try our new paint ? 100 gm. per square meter, exactly. »
	
	

	
	« Ingénieux »
	“ Bikoranye ubuhanga buhanitse !”
	

	
	« Cunning ! »
	
	

	
	« Pour la mesure des volumes, emplissez ceux-ci de gaz. Vous lisez directement la valeur sur le débimètre du SPATIOTEST »
	“ Mu bijyanye nogupima za volime, wakoresha ibi. Uzuzamwo  umwuka, ubundi ugasoma akokanya igipimo kuri debimetero y’IGIPIMO CYA ESIPASE »
	

	
	« And for volumes, this cylinder of gas. You can read the value directly on the meter attached to our spaceprobe. » 
	
	

	
	« Et rappelez-vous : surface de la sphère : 4πℓ², volume 4/3πℓ³ »
	“ Kandi ibuka: ubuso bwa siferi: 4πℓ², volume 4/3πℓ³ »
	

	
	« And remember – area of sphere 4πℓ², volume 4/3πℓ³. »
	
	

	
	« Entendu »
	“ Nabyumvise”
	

	
	« Gotcha. »
	
	

	
	EUCLIDE ET CIE
	EKILIDE N’IBYA YO
	

	
	EUCLID & Co.
	
	

	
	« Quel métier ! »
	“ Mbega umwuga !”
	

	
	« This is a very demanding profession. »
	
	

	
	Anselme a atterri, cette fois, dans un espace tridimensionnel et nous allons le suivre dans son exploration
	Ubuho Anselimi yaguye muri esipase nyadimansiyo-eshatu kandi tugiye kumukurikira mu bushakashatsi bwe
	

	
	This time Archie landed in a three-dimensional space. We continue to follow his exploits...
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	« Du beau matériel. Et ces tiges font juste un mètre »
	“ Ibikoresho byiza. Kandi ibi bicimbu bipima neza I metero”
	

	
	« Beautiful precision engineering. And the rods are exactly a meter long ! »
	
	

	
	Mais, après avoir posé une bonne quantité de tiges...
	Ariko, nyuma yo gushinga ibicimbu byinshi….
	

	
	But, after sticking together a goodly number of rods...
	
	

	
	« ça y est, ça recommence comme tout à l'heure ! »
	“ byahageze, biratangiye nko mukanya gashize!”
	

	
	« Oh Lord, here we go again ! »
	
	

	
	« ma géodésique se referme sur elle-même ! »
	“ jewodezike yanjye yifungiye kuri yo ubwayo!”
	

	
	« My geodesic's closing up. »
	
	

	
	« Un espace tridimensionnel fermé ? »
	“ Esipase nyadimansiyo-eshatu ifunze? ”
	

	
	« A three-dimensional closed space ? »
	
	

	
	« C'est la fin de tout »
	“ Ni iherezo rya byose “
	

	
	« That's really torn it !! »
	
	

	
	Anselme, qui s'était arrêté pour casser la croûte sur un astéroïde, décida de revenir à la méthode de mesure des angles.
	Anselimi, wari wahagaze ngo amenere igishishwa kuri asiteroyide, yafashe icyemezo cyo kugaruka gukoresha ububyo bw’igipimo cy’imfuruka.
	

	
	Archie, who had sat down on a passing asteroid to eat a few sandwiches, decided to size up the angles again.
	
	

	
	« Comme tout à l'heure, je vais utiliser trois GÉODÉSIQUES, pour constituer un TRIANGLE »
	“ Nko mumwanya ushize, ngiye gukoresha JEWODEZIKE eshatu, kugirango nkore INYABUTATU”
	

	
	« I'll construct a triangle from three geodesics, like i did before... »
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	« mes géodésiques sont convenablement emboîtées, et pourtant la somme de mes trois angles est supérieure à 180° !!... »
	“ jewodezike zanjye zinjiranyemwo neza, kandi ariko igiteranyo k’imfuruka zanjye eshatu kiruta 180 ° !!... »
	

	
	« I've fitted my geodesics together properly – but the angle-sum of my triangle is more than 180° ! »
	
	

	
	« Bon »
	“ Byiza”
	

	
	« Oh well... »
	
	

	
	SPACIOTEST
	IGIPIMO CYA ESIPASE
	

	
	SPACEPROBE
	
	

	
	« Une sphère de rayon ℓ est l'ensemble des points situés à une distance ℓ d'un point fixe, que j'appelerais N »
	“ Siferi ya rayo ℓ ni ihuriro ry’utudomo dutuye k’uburebure ℓ uturutse ku kadomo katanyeganyega, twakwita N »
	

	
	« A sphere of radius ℓ is the set of points situated a fixed distance ℓ from a given point, Which i'll call N. »
	
	

	
	« Je vais en fabriquer une et je mesurerais son volume et sa surface »
	“ Ngiye gukora imwe kandi nzapima volime n’ubuso bwa yo »
	

	
	« I'll make one, and measure its volume and surface area. »
	
	

	
	« Voilà déjà le volume qui est inférieur à 4/3πℓ³ ! »
	“ Dore ahubwo rero volime ya yo ni ntoya kuri 4/3πℓ³ ! »
	

	
	« ...and the volume is less than  4/3πℓ³ ! »
	
	

	
	« La surface qui est inférieur à 4πℓ² »
	“ Ubuso bwo ni buto kuri 4πℓ² »
	

	
	« The area is less than  4πℓ²... »
	
	

	
	« je me suis encore fait avoir »
	“ Nongeye kandi kwita mu mutego”
	

	
	« I've had quite enough of this. »
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	Anselme accroît encore le rayon ℓ de la sphère
	Anselimi yongera kandi rayo ℓ ya siferi
	

	
	Archie further increased the radius of his sphere...
	
	

	
	SPACIOTEST
	IGIPIMO CYA ESIPASE
	

	
	SPACEPROBE
	
	

	
	PLAN
	IKIBYATARAYE
	

	
	PLANE
	
	

	
	« Ça alors, ma sphère est devenue... plate ! »
	“ Bityo ra, siferi yanjye yaje kubyatarara !”
	

	
	« And now my sphere was become flat ! »
	
	

	
	Encore et encore...
	Yonjyeye kandi yonjyeye…
	

	
	More and more...
	
	

	
	« maintenant sa concavité s'inverse ! »
	“ ubu ubuhetame bwa yo bwicuritse ! ”
	

	
	« Now its concavity has reversed direction ! »
	
	

	
	« c'est à n'y rien comprendre »
	“ Nta nakimwe umuntu ashobora gutahuramwo”
	

	
	« I don't understand any of this. »
	
	

	
	Un peu plus tard :
	Gato nyuma yaho:
	

	
	A little later...
	
	

	
	« mais... la paroi se referme sur moi ! »
	“ ariko… uruhande runyifungiyeho !”
	

	
	« Help ! The wall's closing in on me ! »
	
	

	
	« Vite, couper la bouteille ! »
	“ N’ingoga, kata icupa!”
	

	
	« Quick ! Cut off the gas ! »
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	« Ouf ! »
	“Ufu !”
	

	
	« Oof ! »
	
	

	
	Ainsi, en gonflant un ballon tout bête dans un espace à trois dimensions, Lanturlu a fini par se retrouver... DEDANS !
	Bityo, ahaga umupira atabizi muri esipase nyadimansiyo-eshatu, Lanturulu yaruhiye kwisanga arimwo… INDANI !
	

	
	So... simply by blowing up a balloon in a three-dimensional space, Higgins found himself – inside it !
	
	

	
	S'il n'avait pas coupé la bouteille à temps, il aurait péri écrasé, tout comme il avait fini par se retrouver emprisonné par sa clôture, page 13.
	Iyo ataza kuba yakase icupa ku gihe, yari gupfa akandagiwe, nkuko yaje kwisanga afungiye mu rugo rwe, paje 13.
	

	
	If he hadn't turned off the gas in time, he would have been utterly crushed, in just the same way he ended up trapped in his own enclosure on page 13. 
	
	

	
	Avec la meilleure volonté du monde, on ne peut plus maintenant VISUALISER la COURBURE de cet espace tridimensionnel. Ses géodésiques se referment et son volume ne représente qu'un nombre FINI de mètres cubes, de même que la surface de notre planète, surface fermée, n'offre qu'un nombre FINI de mètres carrés.
La somme des angles d'un triangle, de cet espace à trois dimensions, est supérieure à 180°. Pour ''VOIR'' sa courbure, il faudrait être capable de percevoir dans quatre dimensions.
	Naho waba ufite ubushake bw’isi yose, ntushobora ubu KWEREKANA u BUHETAME bw’iriya esipase nyadimansiyo-eshatu. Jewodezike za yo zirifunga kandi na volime ya yo igaragaza umubare URANGIYE wa metero cyibe, nk’uko ubuso bwa palanete yacu, inyabuso ifunze, itanga gusa umubare URANGIRA wa metero kare.
Igiteranyo cy’imfuruka z’inyabutatu, y’iyi esipase ya dimansiyo eshatu, iruta 180 °. Kugirango “UREBE” ubuhetame bwayo, ugomba kuba ushobora burebera muri dimansiyo enye. 
	

	
	With the best will in the world, it's not really possible to visualize the curvature of this three-dimensional space. Its geodesics close up, and its total volume is a finite number of cubic meters, like the surface of our planet, which occupes only a finite number of square meters. 
The angle-sum of a triangle, in this three-dimensional space, is more than 180°. To ''see'' the curvature you would have to be able to envisage it in four dimension. 
	
	

	
	On peut toujours se dire que notre UNIVERS à trois dimensions est une HYPERSURFACE, plongée dans un espace à quatre dimensions, lui-même peut-être hypersurface plongée dans un espace à cinq dimensions, etc...
Mais, de nos jours, il n'est pas de bon ton de dire de telles choses. 
	Umuntu ashobora buri gihe kuvugako INIVERI yacu ya dimansiyo eshatu ari INYAHIPERIBUSO, yinitse muri esipase ya dimansiyo ennye, iyo nayo ubwayo ishobora kuba INYAHIPERIBUSO yinitse muri esipase ya dimansiyo eshanu, birtyo birtyo,…
Ariko, muri ino minsi yacu, ntabwo ari imvugo nziza kuvuga ibintu nk’ibyo.
	

	
	It could be true that our three-dimensional universe is a hypersurface immersed in a four-dimensional space, which is itself immersed as a hypersurface in five-dimensional space, and so on. But, at present, it isn't considered good taste to discuss such matters...
	
	

	
	« Avec des idées pareilles, où va-t-on ? Je vous le demande ? »
	“ Ibitekerezo nk’ibyo, byageza umuntu he? Ndababaza ?”
	

	
	« What would the world be coming to, with ideas like that, i ask you ? »
	
	

	
	« Ce qui existe, c'est ce que je PERÇOIS ! »
	“ Ibibaho, ni ibyo MBONA !”
	

	
	« What EXISTS, is what I CAN SEE ! »
	
	

	
	« Le reste, c'est de la... métaphysique ! »
	“Ibindi, ni ….indegafizike !”
	

	
	« Everythink else is just... metaphysics ! »
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	Sur sa sphère, en agrandissant le rayon ℓ de son domaine, Lanturlu avait fini par se retrouver aux antipodes S du point N, centre de son cercle, et étouffé par sa propre clôture. 
	Kuri siferi, wongereye reyo ℓ ya domene yayo, Lanturulu yaje kwisanga kuri ndwanyapode S ya kadomo N, hagati na hagati y’uruziga rwe, kandi yabujijwe ubuhumekero n’uruzitiro rwe.
	

	
	On the sphere, by enlarging the radius  of his region, Higgins had ended up by fnding himself at the antipodal point S to his original point N – trapped in his own pen. 
	
	

	
	Dans l'espace tridmensionnel à courbure positive, même chose. 
Dans cet espace bidimensionnel qu'est la sphère, Anselme rencontrait l'EQUATEUR quand il avait enclos la moitité de la surface disponible. L'EQUATEUR de l'espace Tridimensionnel HYPERSPHÉRIQUE existe aussi. 
Anselme y parvient lorsque son ballon occupe la moitié du volume disponible. Sur la sphère, le cercle équateur lui apparaissait comme une DROITE. De même, dans l'espace hypersphérique, le ''ballon équateur'' aura pour lui l'apparence d'un PLAN. 
Au-delà de l'équateur, la CONCAVITÉ du ballon s'inverse et il vient automatiquement se centrer sur le point antipodal S du point N, centre du ballon.
	Muri esipase nyadimansiyo-eshatu y’ubuhetame pozitifu, ni kimwe.
Muri iyi esipase nyadimansi-ebyiri ariyo siferi, Anselimi yahuye na EKWATERI igihe igihe yaramaze kuzitira igice cya kabiri cy’ubuso buhari.
EKWATERI ya esipase NDENGASIFERI nyadimansiyo-eshatu nayo ibaho.
Anselimi yabijyezeho igihe umupira we warucumbitse mu gice kimwe cya kabiri cya volime ihari. Kuri siferi, ekwateri ruziga yo yagaragaraga nk’UMURONGO. Birtyo, muri esipase ndengasiferi, “ekwateri mupira” yagaragaraga kuri we nk’IKIBYATARARE.
Hirya ya ekwateri, UBWINJIREMWO bw’umupira buricurika hanyuma ikizana ubwayo kwitereka ku kadomo ndwanyapodale S y’akadomo N, hagati na hagati y’umupira.
	

	
	In a 3-dimensional space of positive curvature, the same thing happens. In his 2-dimensional sphere, Archie reached the equator, enclosing half the available area. In this 3-dimensional hyperspherical space, there is an equator too ; and Archie reached it when his balloon occupied half the available volume. On the sphere, the equator looked like a straight line. Likewise, on the hypersphere, the ''equatorial balloon'' looked like a plane. 
After passing the equator the concavity of the balloon reversed, and he moved automatically towards the point S antipodal to N, the center of the balloon. 
	
	

	
	« Sur une sphère, tout point possédait un antipode. Il en est de même pour un espace hypersphérique à trois dimensions bien que cela soit un peu difficile à comprendre »
	“Kuri siferi, buri kadomo gafite ndwanyapode yako. Biteye birtyo no kubijyanye na esipase ndengasiferi ya dimansiyo eshatu naho ibyo bikomeye gato kubyumva”
	

	
	« On a sphere, every point has an antipode. It's just the same on a hypersphere in 3 dimensions – even though it's a little difficult to grasp immediatly. »
	
	

	
	« Je ne comprend plus RIEN »
	“ Nta kintu na BUSA nkyumva”
	

	
	« In don't understand anything any more. »
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	« Des ennuis ? »
	“ Ingorane ?”
	

	
	« Problems ? »
	
	

	
	« C'est-à-dire, heu... tout se mélange un peu dans ma tête. »
	“ Ni ukuvuga, hewu… ibintu byose birivangavanga mu mutwe wanjye.”
	

	
	« Well – uh – it's all got muddled up a bit inside my head. »
	
	

	
	« Je m'appelle Sophie. Les courbures en tous genres c'est mon rayon. »
	“ Nitwa Sofiya. Ubuhetame mu buryo ubwaribwo bwose ni rayo ya njye.”
	

	
	« I'm called Sophie. Curves of all kinds – that's my line. »
	
	

	
	« La navigation dans les hypersphères, ça surprend toujours un peu au début. Il faut éviter de se bloquer. On s'y fait petit à petit. »
	“ Injyendo muri za ndengasiferi, ziratungura gato buri gihe ukibitangira. Umuntu agomba kwirinda kwifungirana. Umuntu agenda abimenyera buhoro buhoro.”
	

	
	« Navigation on a hypersphere is a little surprising at first. The best way not to get stuck is to take it a little at a time. »
	
	

	
	« J'ai un peu perdu le fil... »
	“ Ndasa n’uwayobye…”
	

	
	« I've lost the thread a bit. »
	
	

	
	« moui... »
	“ muwi…”
	

	
	« Mmm, yes. »
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	« mais, le CENTRE de cette hypersphère, où est-il ? »
	“ ariko, HAGATI-NA-HAGATI h’iriya ndengasiferi, hari he? “
	

	
	« Well, for the start – where's the center of this hypersphere ? »
	
	

	
	« Si je dessine un cercle sur un PLAN, on est bien d'accord que c'est une représentation d'un espace à une dimension, fermé, PLONGÉ dans un espace à deux dimensions : le PLAN. »
	“ Nshushanyije uruziga ku KIBYATARARE, turemeranwako ari inseruko ya esipase ya dimansiyo imwe, ifunze, YINITSE muri esipase ya dimansiyo ebyiri: IKIBYATARARE.”
	

	
	« Look – if i draw a circle on plane, you'll agree that it represents a space with 1 dimension, immersed in a space of 2 dimensions – namely, the PLANE. »
	
	

	
	« Et le centre du cercle N'EST PAS sur le cercle. »
	“ Kandi hagati-na-hagati h’uruziga NTABWO HARI k’uruziga.”
	

	
	« And the center of the circle isn't on the circle. »
	
	

	
	« Une sphère représente un espace fermé à DEUX dimensions, PLONGÉ dans un espace à trois. Le centre de cette sphère N'EST PAS non plus sur la sphère. Il est dans l'espace à trois dimensions. »
	“ isiferi iserukiye esipase ifunze ya dimansiyo EBYIRI, YINITSE muri esipase ya dimansiyo eshatu. Hagati-na-hagati h’iyo siferi NTABWO NAHO HARI kuri iyo siferi. Hari muri esipase ya dimansiyo eshatu.”
	

	
	« A sphere represents a closed 2-dimensional space, immersed in 3-dimensional space. Again the center of the sphere doesn't lie on the sphere itself – only in the surrounding 3-dimensional space. »
	
	

	
	« Le centre d'un espace hypersphérique à trois dimensions pourrait se situer dans un espace à quatre, en supposant qu'il y soit PLONGÉ. Et ainsi de suite...
Ainsi le centre d'un espace hypersphérique à quatre dimensions serait dans un espace à cinq, etc... » 
	“ Hagati-na-hagati ha esipase ndengasiferi ya dimansiyo eshatu hashobora kuba hatuye kuri esipase ya dimansiyo ennye, dufashe ko YINITSE mwo. Kandi tugiye tubitekereza gutyo…
Birtyo hagati-na-hagati ha esipase ndengasiferi ya dimansiyo ennye yaba iri muri esipase ya dimansiyo eshanu, birtyo birtyo… »
	

	
	« The center of a hypersphere, having 3 dimensions, can be found in a 4-dimensional space, provided we assume it is so immersed. But it doesn't lie on the actual hypersphere. Simlary you can immerse a 4-dimensional hypersphere in a 5-dimensional space, and so on as far as you like... »
	
	

	

















43
	« Tiens, te revoilà, dans ton monde à deux dimensions, plaqué dessus, comme une petite décalcomanie »
	“Dore, urahari kandi, muri iyi si yawe ya dimansiyo ebyiri, uyiteretseho nk’akarangamimerere”
	

	
	« Ok then – remember yourself flattened out like a little label on your 2-dimensional world... »
	
	

	
	« Et tu commences à gonfler ton cercle, qui n'est qu'une sphère à une dimension »
	“ Kandi utangiye guhaga uruziga rwa we, nta n’ikindi ruricyo uretse siferi ya dimansiyo imwe”
	

	
	« And you began to inflate your circle – which is just a sphere of dimension one... »
	
	

	
	« Dans un espace à deux dimensions, une frontière délimite une surface. Alors que, dans un espace à trois dimensions, elle délimite un volume. »
	“Muri esipase ya dimansiyo ebyiri, umupaka usoza ubuso. Naho muri esipase ya dimansiyo eshatu, umupaka usoza volime.”
	

	
	« In two-dimensional space, a frontier contains a surface. Similarly, in a space of three dimensions, a frontier is a boundary of a volume. »
	
	

	
	« Là, c'est quand j'arrive à la moitié de cet espace sphérique. »
	“ Hariya, ni igihe njyeze mu cyakabiri cya esipase nyasiferi.”
	

	
	« Aha ! That's when i got to the half way mark at the equator. »
	
	

	
	« Dans un espace à 4 dimensions, une frontière aurait trois dimensions, et délimiterait un hypervolume à quatre dimensions. »
	“ Muri esipase ya dimansiyo ennye, umupaka waba ufite dimansiyo eshatu, kandi wasoza indengavolime ya dimansiyo ennye.”
	

	
	« In a 4-dimensional space, a frontier would have 3 dimensions, and be the boundary of a hypervolume having 4 dimensions. »
	
	

	
	« ça y est il recommence ! »
	“ Nguko, arongeye !”
	

	
	« Oh 'eck, 'e's orf again ! »
	
	

	
	« filons ! »
	“ Twigendere !”
	

	
	« Let's beat it ! »
	
	

	
	« Regarde, ici, ton cercle, qui est un ''ballon à une dimension'', commence à contenir plus de la moitié de l'espace disponible. Il commence à se refermer sur toi, en convergeant vers le point antipodal S. »
	“ Reba, hano, uruziga rwawe, rwo rumeze nk’umupira wa dimansiyo imwe”, rutangiye kugibwamwo n’ibirenga igice kimwe cya kabiri cya esipase iriho. Itangiye kukwifungiraho, yishorera itumbera akadomo ndwanyapodale S. »
	

	
	« Look, here's your circle, a ''one dimensional balloon''. It's starting to cover more than half  of the available space – closing in on itself, and on you, and converging towards the antipode S. »
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	« De même, dans mon espace courbe à trois dimensions, lorsque j'injecte plus de la moitié du volume total, le ballon se referme sur moi, en convergeant vers le point antipodal. »
	“Ni nk’uko rero, muri esipase yanjye ya dimansiyo eshatu, iyo ninjijemwo ibirenga igice kimwe cya kabiri cya volime yose, umupira unyifungiraho, wishorera utumbera akadomo ndwanyapodale.”
	

	
	« Just the same as, in my curved 3-dimensional space, once i'd pumped in more than half the total volume, the balloon closed in, on me, heading towards the antipodal point. »
	
	

	
	« Car la sphère, dans cet espace tridimensionnel courbe, a évidemment deux centres, qui sont antipodaux. »
	“ Kuko siferi, muri iyo esipase yikunje nyadimansiyo-eshatu, ifite byigaragaza utudomo hagati-na-hagati tubiri, twa ndwanyapodale.”
	

	
	« Since the sphere, in this 3-dimensional curved space, obviously has two centers, whiwh are antipodal. »
	
	

	
	« J'ai compris ! »
	“ Nabyumvise !”
	

	
	« I've understood it ! »
	
	

	
	« Enfin, je ne sais pas exactement ce que j'ai compris, mais j'ai l'impression d'avoir compris quelque chose »
	“Mu kurangiza, sinzi neza icyo numvise, ariko mfite ikizere ko hari ikintu natahuyemwo”
	

	
	« Well, that is... I'm not exactly sure what i've understood, but i've have the impression i've understood something. »
	
	

	
	« Quelle angoisse ! »
	“Mbega agahinda !”
	

	
	« How depressing ! »
	
	

	
	« Mais non, Anselme, quand il y a plus de trois dimensions, COMPRENDRE C'EST EXTRAPOLER »
	“ ariko oya, Anselimi, iyo hari dimansiyo zirenze eshatu, GUSOBANUKIRWA NI UKURENGA IMYUMVIRE ISANZWE”
	

	
	« That's O.K, Archie. In more than three dimensions, to understand is to extrapolate. »
	
	

	
	« J'extrapole sans le savoir »
	“ Ndarenga imyumvire isanzwe ntabizi”
	

	
	« I'm extrapolating, but i don't understand ! »
	
	

	
	« Le dessin, c'est vous qui allez le faire...
... dans votre tête ! »
	“ Igishushanyo, ni mwebwe mugiye kugikora…
…mu mutwe wanyu !”
	

	
	« You have to build the picture yourself, 
in your imagination ! »
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	« maintenant, je prend un espace à trois dimensions où je place des sphères à deux dimensions, des tas de petits univers bidimensionnels. »
	“ Ubu, ndafata esipase ya dimansiyo eshatu nyishyiremwo siferi za dimansiyo ebyiri, uturundo twa twa iniveri twa dimansiyo ebyiri.”
	

	
	« Now, i'll start with a 3-dimensional space and put a lot of spheres – tiny 2-dimensional universes – inside it. »
	
	

	
	Ces univers peuvent s'interpénétrer. Leurs points communs se répartissent suivant des cercles, objets à une dimension.
	Izo iniveri zishobora kwinjiranamwo. Utudomo rusangi twazo tugiye dutuye ku nziga, izo kandi ni ibintu bya dimansiyo imwe.
	

	
	These universes can interpenetrate. Their common points form circles – objects of dimension one. 
	
	

	
	De même, des cercles, objets à une dimension, placés sur une feuille de papier (2 dimensions) se couperaient suivant des POINTS. (On a coutume de dire que le POINT a la dimension zéro.)
	Birtyo. Inziga, ibintu bya dimansiyo imwe, zishyizwe ku igice cy’urupapuro (dimansiyo 2) zacanamwo mu TUDOMO. (Abantu bakunze kuvuga ko AKADOMO gafite dimansiyo ingana n’ubusa.)
	

	
	Similarly these circles, having a single dimension, when placed on a sheet of paper (dimension 2) cut in points. (It is customary to say that the dimension of a point is zero.) 
	
	

	
	Une sphère pourra alors être considérée comme l'intersection de deux ''bulles'' tridimensionnelles, évoluant dans un espace à quatre.
	Siferi izafatwa rero nk’inyuranamwo ry’   « ibitonyanga »  bibiri nya dimansiyo-eshatu, byibera muri esipase ya dimansiyo ennye.
	

	
	So a sphere can be viewed as the intersection of two 3-dimensional ''bubbles'' living in a space of 4 dimensions. 
	
	

	
	Et ainsi de suite : un espace Tridimensionnel courbe, hypersphérique, pourra lui-même être considéré comme l'intersection de deux bulles de savon à quatre dimensions, évoluant dans un espace à cinq.
	Noneho rero dukomeje durtyo: esipase yigonze nyadimansiyo-eshatu, nyandengasiferi, ishobora yo ubwayo kuzafatwa nk’inyuranamwo ry’ibitonyanga by’isabune bibiri bya dimansiyo ennye, byibera muri esipase y’eshanu.
	

	
	And so it continues : a 3-dimensional curved space, a hypersphere, can be thought of as the intersection of two 4-dimensional soap-bubbles in a space of 5 dimensions. 
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	Anselme et Sophie, après avoir connu les vertiges de l'extrapolation, reprennent l'exploration de nouveaux mondes tridimensionnels.
	Anselimi na Sofiya, bamaze kugira isereri y’iryo nkweduramitekerereze, bakomeje ishakisha ry’andi ma si nyadimansiyo-eshatu.
	

	
	Archibald and Sophie, having scaled such giddy heights of extrapolation, recommence the exploration of new 3-dimensional worlds. 
	
	

	
	« Les mathématiques ne sont plus ce qu'elles étaient »
	“ Imibare ntikiri icyo yahoze”
	

	
	« Mathematics is no more than what it is... isn't it ? »
	
	

	
	« Tu vois, ça c'est un ruban adhésif tridimensionnel, pour les géodésiques. La partie collante est au bout... évidemment. »
	 “ Urareba, iki ni agatambaro k’ubujeni nyadimansiyo-eshatu, gakoreshwa kuri za jewodezike. Igipande kimata kiri k’umusozo… ni ibigaragarira uwariwe wese.”
	

	
	« This, of course, is 3-dimensional sticky tape, for making geodesics. The sticky bit's on the bottom, naturally. »
	
	

	
	« Dis donc, dans cet espace, les géodésiques n'ont pas l'air de se refermer. Et maintenant quand je gonfle le ballon du SPATIOTEST, le volume débité est supérieur à 4/3πℓ³, tandis que la surface est supérieure à 4πℓ². Quant à la somme des angles d'un triangle, elle est cette fois inférieure à 180° » 
	“Ariko se, muri iyi esipase, jewodezike zisa n’izitifunga. Kandi ubu iyo mpaze umupira wa NGYERAGYEZASIPASE, volume isohorwa iba iruta 4/3πℓ³, naho ubuso buba buruta 4πℓ². Ku ibijyanye n’igiteranyo k’ibipimo by’imfuruka za nyabutatu, kiri hasi ya 180° ”
	

	
	« And now, in this new space, geodesics don't close up. And when i inflate the spaceprobe balloon, the volume used is greater than  4/3πℓ³ ; and the surface area is more than 4πℓ². Further, the angle-sum of a triangle is less than 180°. »
	
	


	
	« Rappelle-toi, page 23, tu es à nouveau dans un espace à courbure NÉGATIVE. »
	“ Wowe ibuka, paje 23, uri kandi muri esipase y’ubuhetame NEGATIFU.”
	

	
	« Recalling page 23, you'll realize you're in a space of negative curvature ! »
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	RÉSUMÉ : 
	ICAMAKE:
	

	
	RESUME : 
	
	

	
	« Dans les espaces à trois dimensions, beaucoup de choses peuvent arriver, tu sais. C'est comme pour les surfaces, qui sont, elles, des espaces à deux dimensions. Ainsi, si la somme des angles d'un TRIANGLE, dans un espace à trois dimensions, est supérieure à 180°, nous dirons que la courbure est positive. En y formant une sphère de rayon ℓ, tu trouveras par le SPATIOTEST un volume inférieur à 4/3πℓ³ et une surface inférieure à 4πℓ². Cet espace, dit HYPERSPHÉRIQUE, se refermera sur lui-même. Si la somme des angles d'un Triangle, dans un espace tridimensionnel, est inférieure à 180°, alors la courbure sera négative. Le volume d'une sphère de rayon ℓ sera supérieur à 4/3πℓ³ et sa surface supérieure à 4πℓ². Cet espace aura une extension infinie. »
	“ Muri za esipase za dimansiyo eshatu, ibintu byinshi bishobora gushyika, nako  urabizi. Ni kimwe no kubijyanye n’ibinyabuso, byo ni esipase za dimansiyo ebyiri. Birtyo, iyo igiteranyo k’imfuruka za NYABUTATU, muri esipase ya dimansiyo eshatu, kiruta dogere 180 (180°), tuzavuga ko ubuhetame ari pozitifu. Nuhabumbira siferi ya rayo ℓ, uzagera, ubifashijwemwo na NGYERAGYEZASPASE, volime buto kuri 4/3πℓ³ n’ubuso buto kuri 4πℓ². Iyo esipase, yitwa NDENGASIFERI, izifungira kuri yo ubwayo.  Iyo igiteranyo k’imfuruka za nyabutatu, muri esipase nyadimansiyo-eshatu, ari nto kuri dogere 180 (180°), ubwo rero ubuhetame buzaba negatifu. Volime ya siferi ya rayo ℓ izaruta 4/3πℓ³ kandi ubuso bwa yo buzaruta 4πℓ². Iyo esipase izagira ubukweduke bw’umurengera. »
	

	
	« In three-dimensional spaces, there are lots of possible kinds of behavior, you know. It's just like you get with surfaces, which are two-dimensional spaces. 
If the angle-sum of a triangle, in a 3-dimensional space, is greater than 180°, then we say that the curvature is positive. Then, forming a sphere of radius ℓ, the spaceprobe gives a volume less than  4/3πℓ³ and an area less than  4πℓ². This space, a hypersphere, closes up on hitself. But, if the angle-sum of a triangle is less than 180°, then the curvature of the 3-dimensional space is negative. The volume of a sphere of radius ℓ is more than  4/3πℓ³ and its surface area is more than 4πℓ². The whole space is of infinite extent. » 
	
	

	
	« mais si la somme des angles vaut 180°, alors l'espace est bêtement euclidien. »
	“ ariko se iyo igiteranyo k’imfuruka kingana na dogere 180 (180°), ubwo rero esipase ni ntakibuza nyayekilide. »
	

	
	« But if the angle-sum comes to 180°, the space is simply Euclidean. »
	
	

	
	« tout ça pour en arriver là !... »
	“ ibyo byose kugirango tugere hariya!...”
	

	
	« Is that what we've gone though all this for ? Pah ! »
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	IL FAUT QU'UN ESPACE SOIT OUVERT OU FERMÉ !...
	HAKWIYE KO ESIPASE IBA IKINGUYE CYANGWA SE IFUNZE!...
	

	
	A SPACE MUST BE EITHER OPEN OR CLOSED !
	
	

	
	« Je crois que j'ai tout compris maintenant : Quand l'espace a une courbure positive, il se referme sur lui-même »
	“ Ndakeka ko ubu byose nabisobanukiwe: iyo esipase ifite ubuhetame bwa pozitifu, yifungira kuri yo ubwayo. »
	

	
	« Right, i reckon i've really got it now. If a space has positive curvature, it closes up on itself. »
	
	

	
	« Quand la courbure est négative, ou que l'espace est euclidien, l'espace ne se referme pas, il est infini »
	“ Iyo ubuhetame ari negatifu cyangwa se esipase ari nyayekilide, esipase ntiyifunga, iba ari ntamipaka.”
	

	
	« When the curvature is negative, or the space is Euclidean, it doesn't close up – it's infinite. »
	
	

	
	« NON, le monde de la géométrie est plus riche que tu ne le crois, Anselme ! »
	“ OYA, Anselimi, Ubumenyi bwa jewometiri ni bwinshi cyane kuruta uko ubitekereza. »
	

	
	« NO – there are more things in geometry than are dreamt of in your philosophy, Archibald ! »
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	« Où est-elle passée, et où diable suis-je maintenant ? »
	“ Yarengeye he, nyabuneka ese kandi ubu ndi he ? ”
	

	
	« What's happened now and where the devil am i ? »
	
	

	
	Sophie ?
	Sofiya ?
	

	
	Sophie ?
	
	

	
	OHE ?
	OHE ?
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	JE REVIENS DE SUITE
	NDAJE MU KANYA
	

	
	BACK SOON
	
	

	
	TILT
	TILITE
	

	
	TILT
	
	

	










51
	« Eh oui, Lanturlu avait été projeté dans un espace cylindrique à trois dimensions.
Bien qu'euclidien, sans courbure, (la somme des angles d'un triangle y est égale à 180°) ce monde se referme sur lui-même. »
	“ Eh yego, Lanturulu yari yasunikiwe muri esipase mutemeri ya dimansiyo eshatu.
Naho yari nyayekulude, itagira ubuhetame, (igiteranyo k’imfuruka za nyabutatu zaho kingana na dogere 180 (180°); iyi si irifungira kuri yo ubwayo.”
	

	
	« You see – Higgins was installed in a cylindrical 3-dimensional space. 
Despite being Euclidean, with zero curvature (angle-sums are 180°) this universe closes up on itself. » 
	
	

	
	« Bon, admettons... mondes sphériques, hyperboliques, cylindriques. On a fait le tour, non ? »
	“ Ni byiza, reka twemereko … amasi nyasiferi, ndengaparabole, nyamutemeri. Twazihetuye zose, si byo se ? ” 
	

	
	« H'ockey-dokey ! We got spherical spaces, 'yperbolical ones, an' see-lindrical ones. That's the lot, ain't it ? »
	
	

	
	GÉOMÉTRIE
	JEWOMETIRI
	

	
	GEOMETRY
	
	

	
	« Vous croyez ? »
	“ Murabyemera ?”
	

	
	« You think so ? »
	
	

	
	« Effectuons un petit tour dans le bidimensionnel. »
	“ Tuzenguruke gato mu ruhongore rwa za nyadimansiyo-ebyiri.”
	He !?

	
	« Let's take a little trip back to two dimensions. »
	
	He !?

	
	NUÉES
	IBICU
	

	
	INSTANT FOG
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	SANS DESSUS DESSOUS :
	NTA HASI, NTA HEJURU:
	

	
	INSIDE OUTSIDE : 
	
	

	
	Cher Anselme,
Voici un escargot apprivoisé. En lui bandant les yeux, tu feras en sorte qu'il n'aille ni à droite, ni à gauche. Et ainsi, il te tracera une parfaite GÉODÉSIQUE. 
A très bientôt
Sophie
	Muvandimwe Anselimi,
Dore igishorobwa tworoye. Uramutse ugipfutse mu maso, uzaba utumye kitajya I burtyo cyangwa I bumoso. Kizatumbera imbere gusa ku burtyo kizagushushanyiriza JEWODEZIKE.
Naho mu kanya
Sofiya.
	

	
	Dear Archie,
Here is an officially approred snail. By blindfolding him you can ensure that he travels neither to the right nor to the left, but follows a perfect GEODESIC.
Yours,
Sophie
	
	

	
	« Allons-y »
	“Tugende”
	

	
	« Here we go ! »
	
	

	
	POINT DE DÉPART DE LA GÉODÉSIQUE
	AKADOMO K’INTANGIRIRO KA JEWODEZIKE
	

	
	START OF THE GEODESIC
	
	

	
	« Au fait, aller tout droit ou suivre le plus court chemin entre deux points, c'est pareil »
	“ Mu by’ukuri, gutumbera imbere yawe cyangwa gukurikira inzira ngufi hagati y’utudomo tubiri, ni bimwe; birasa.”
	

	
	« Fair enough : going straight or following the shortest path, it's the same thing. »
	
	

	
	« mais... où est passé cet animal ?! »
	“ Ariko se… icyo gikoko cya gannye he ?!”
	

	
	« Hey – where's the silly beast gone to ? »
	
	

	
	« Au pied ! »
	“ ku kirenge !”
	

	
	« Heel, boy ! »
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	« ça se referme, comme tout à l'heure »
	“ kirifungiranye, nko mu mwanya ushize”
	

	
	« It's closed up, just like it did before. »
	
	

	
	« Somme des angles : 180°. C'est euclidien ce machin. Encore le coup du cylindre ! »
	“ Igiteranyo k’imfuruka: 180°. Icyo gitindi ni ikinyayekilide. Inshuro y’umutemeri kandi !”
	

	
	« Angle-sum is 180°. This gadget is Euclidean. Another cylinder ! »
	
	

	
	Ben non !...
	Byii oya!...
	

	
	Or maybe not... 
	
	

	
	POINT DE DÉPART DE LA GÉODÉSIQUE
	AKADOMO K’INTANGIRIRO KA JEWODEZIKE
	

	
	START OF THE GEODESIC
	
	

	
	« Ça alors ! »
	“ Ibi na byo rero!”
	

	
	« That's funny... »
	
	

	
	« Pour tout vous dire, Anselme, cette fois, s'est retrouvé dans un ESPACE BIDIMENSIONNEL INORIENTABLE. L'image la plus connue d'un tel espace est la bande de Möbius (1830). L'idée avait échappé aux Grecs, qui pourtant avaient pensé à tout. »
	“ Yewe, kugirango nkubwire byose, Anselimi, ubu, yisanze muri esipase nyadimansiyo-ebyiri NTAGANISHWA. Ishusho izwi cyane y’iyo esipase ni ibande ya Mobiyusi ( 1830 ). Icyo gitekerezo cya citse Abagiriki, kandi bo ubundi batekereje kuri buri kintu cyose.”
	

	
	« All is now revealed... this time Archie was in a non-orientable 2-dimensional space. The best known example of such a space is the Möbius Band (1830). The idea had escaped the Greeks, even though they thought about everything. »
	
	

	
	« Sophie, sort-moi de là »
	“ Sofiya, nsohora hano”
	

	
	« Sophie ? Let me out ! »
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	Traçons un cercle sur une surface, et fléchons-le arbitrairement.
Imaginons que le cercle soit une petite décalcomanie que nous pouvons faire glisser à volonté sur cette surface. 
Si le cercle se retrouve identique à lui-même, nous dirons que cette surface est ORIENTABLE (c'est le cas de la sphère, du cylindre, du plan, etc...). Mais si cette décalcomanie glisse sur un ruban de Möbius, il en va tout autrement :
	 Duce uruziga ku nyabuso, tuyihe intumbero iyariyo yose dukoresheje agashushanyo k’umwambi.
Shyira mu gitekerezo ko urwo ruziga ari akarangamimerere dushobora kunyereza uko dushatse kuri iyo nyabuso.
niba urwo ruziga uruzengurukijwe iyo nyabuso warangiza ugasanga rugisa n’uruziga rusanzwe, tuzavugako iyo nyabuso ari NGANISHWA ( ni byo biba kuri siferi, ku mutemeri, ku kibyatarare, n’ibindi, n’ibindi…). Ariko iyo ako karangamimerere kanyerejwe ku rugori rwa Mobiyasi, bivamwo ibindi:
	

	
	Draw a circle on a surface, and put an arrow on it. 
Think of the circle as a little label which we can slide at will over the surface. If the circle always returns to its original position with the arrow pointing the same way, we say that the surface is orientable – as is the case for the sphere, cylinder, plane, etc. But on a Möbius Band, things go quite differently... 
	
	

	
	A chaque fois qu'il fait le tour de cet univers à deux dimensions, le cercle change d'orientation.
	Buri gihe iyo kazengurutse iyo iniveri ya dimansiyo ebyiri, urwo ruziga ruhindura intumbero.
	

	
	Every time it travels round this 2-dimensional universe, the circle reverses its orientation. 
	
	

	
	« Essayez vous verrez ! »
	“ Mubigerageze muzareba !”
	

	
	« Try it – you'll see ! »
	
	

	
	Corrélativement, on ne peut pas peindre une bande de Möbius de deux couleurs différentes : elle n'a qu'un seul côté, elle est UNILATÈRE.
	Ni gurtyo rero utanashobora gusiga bande ya Mobiyasi irangi ry’amabara abiri atandukanye: igira gusa uruhande rumwe, ni INYARUHANDE RUMWE.
	

	
	In the same way, you can't paint the Möbius Band with a different color on each side : it has only one side ! We say it is unilateral. 
	
	

	
	Elle n'a qu'un seul BORD :
	Inagira n’UMUSOZO umwe:
	

	
	It has only one edge.
	
	

	
	On peut l'ourler en une seule fois ! 
	Umuntu ashobora kuyigunira rimwe !
	

	
	You can hem it all at once. 
	
	

	
	Anselme a décidé de planter des clous pour marquer l'intérieur et l'extérieur. 
	Anselimi yafashe ikyemezo cyo guteramwo imisumari kugirango yerekane imbere n’inyuma
	

	
	Archie tries knocking nails in to show which side was which...
	
	

	
	L'opération se solde par un échec, car cette bande :
	Icyo gikorwa ntacyo cyagezeho, kuko iyo bande:
	

	
	And discovered that neither was... that is, the band...
	
	

	
	N'a ni extérieur
	Ntigira inyuma
	

	
	... Had no inside...
	
	

	
	Ni intérieur !
	Ntigira imbere !
	

	
	... and no outside !
	
	

	
	« misère... »
	“ Mbega ibyago….”
	

	
	« oo 'eck ! »
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	« essayons de la couper en deux »
	“ tugerageze kuyikatamwo kabiri ”
	

	
	« O.k, let's try cutting it in two »
	
	

	
	« Plus facile à dire qu'à faire Anselme, mon ami. »
	“ Anselimi, nshuti ya njye, biroroshye kubivuga kuruta kubikora “
	

	
	« Easier said that done, Archie my friend. »
	
	

	
	« mais comment faut-il faire pour la couper en deux ? »
	“ ariko se twabigira gute ngo tuyicemwo kabiri?”
	

	
	« Then how do you cut it in two ? »
	
	

	
	Remarquez que, dans l'opération, le machin est devenu bilatère
	Mwitegereze neza, muri iki gikorwa, iyi nkenya yahindutse inyampande ebyiri
	

	
	Note that the gadget has now become two-sided (or bilateral)
	
	

	
	« c'est très simple tu la coupes en trois ! »
	“ biroroshye, uyikatamwo gatatu !”
	

	
	« Easy. You cut it in three. »
	
	

	
	« Je me sent tout  désorienté »
	“ Ndumva nacanganikiwe”
	

	
	« Now, i'm getting desoriented. »
	
	

	
	« Remarquez qu'il y a maintenant un machin unilatère (blanc) et un machin bilatère (grisé) de longueur double du premier.
	Ubu noneho mubyitegereze neza, hari Inyagwa y’uruhande rumwe (yera) n’inyagwa y’impande ebyiri (y’ubugondo) y’uburebure bukubye inshuro ebyiri iy’ubwambere.
	

	
	« Notice that we now have a one-sided thingy (white) and a two-sided thingy (grey) which is twice as long as the original strip. »
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	Après cette promenade sur la bande de Möbius, revenons dans les espaces euclidiens (sans courbure) à trois dimensions :
	Nyuma y’iryo tembera ku bande ya Mobiyusi, reka twigarukire muri za esipase nyayekilide (zitagira ubuhetame) za dimansiyo eshatu:
	

	
	After this brisk trot around the Möbius Band, let's go back and take another look at 3-dimensional Euclidean spaces. 
	
	

	
	L'ORIENTATION DE L'ESPACE : 
	IGANISHA RYA ESIPASE:
	

	
	THE ORIENTATION OF SPACE : 
	
	

	
	« Lorsque je me regarde dans une glace, ma main gauche devient ma main droite, mais pourquoi est-ce que ma tête ne s'échange pas avec mes pieds ?... »
	“ Iyo nirebye mu ndorerwamu, ikiganza cyanjye k’ibumoso gihinduka ikiganza cyanjye k’iburyo, ariko se kuki umutwe wanjye utihinduranya n’ibirenge
 bya njye ?...”
	

	
	« When i look at myself in a mirror, my left hand becomes my right hand. So why doesn't my head change places with my feet ? »
	
	

	
	« Comment d'ailleurs être sûr qu'on est le bon ? »
	“ Nonese kandi umuntu yamenya ate neza ko ariwe nyawe koko ? “
	

	
	« And how can i be sure i'm the real me – and not the reflexion ? »
	
	

	
	« La DROITE ? C'est l'opposée de la GAUCHE, et vice-versa »
	“ u BURYO ? ni ihushanye ry’u BUMOSO, cyangwa se unashatse wabihinduranya…” 
	

	
	« Right is the opposite of left – and vice versa... »
	
	

	
	« C'est affaire de bon sens »
	“ Ni ikibazo cy’imyumvire myiza”
	

	
	« You just have to go about it the right way. »
	
	

	
	« allô, allô, comment pouvez-vous être sûr que votre coquille s'enroule dans le bon sens ? »
	“ alo, alo, twashobora kumenya neza dute ko igishorobwa cyanyu kizingazinga mu buryo nyabwo ?”
	

	
	« Hello, hello ! How can you tell whether your shell curls up the right way or the left way ? »
	
	

	
	« c'te malice, si elle n'était pas comme ça, elle serait à l'envers ! »
	“ Turikumwe, iyo bitari kuba aribyo, byari kuba bicuramye !”
	

	
	« Well – if it wasn't the right way it would be the wrong way !! »
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	Accompagnons Lanturlu dans son exploration d'un nouveau monde tridimensionnel euclidien (sans courbure)
	Duherekeze Lanturulu mu rugendo-nshakisha rwe rw’isi nshyashya nyayekilide ya dimansiyo eshatu (itagira ubuhetame)
	

	
	Let us accompany Higgins on his exploration of another Euclidean world of three dimensions (without curvature)
	
	

	
	« Qu'est-ce que fait Sophie ? Nous avions rendez-vous page 57 pour déjeuner »
	“ Ese Sofiya arakora iki ? Twari dufitanye gahunda yo guhura kuri paje ya 57 ngo dusangire ifunguro ryo kumanwa”
	

	
	« Where's Sophie ? We'd arranged to meet for lunch on page 57. »
	
	

	
	« Il flotte dans cet espace un parfum d'étrange qui ne me dit rien qui vaille »
	“ Muri iyi esipase hasakaye impumuro idasanzwe ariko kandi itagira icyo intangaza gifatika”
	

	
	« This space has an air of strangeness which doesn't bode well. »
	
	

	
	« En attendant, buvons un petit coup. »
	“ Mu gihe tugitegereje, reka dufate agatama.”
	

	
	« I'll have a drink while i'm waiting. »
	
	

	
	« Tiens, voilà les nuées qui rappliquent. Et moi qui ai oublié mon aspirine ! »
	“ Dore rwose, ndebera ibyo bicu biriho byiyegeranya. Nkanjye wibagiwe asipirine ya njye !”
	

	
	« Just look at the fog creeping in. And me without my aspirin ! »
	
	

	
	« Ohé »
	“ Ohee”
	

	
	« ! Ooh-ooy »
	
	

	
	« hein ? »
	“hee ?” 
	

	
	« Eh ? »
	
	

	
	« Où êtes-vous ? Montrez-vous, non d'un vecteur ! »
	“ Muri hehe ? Ni mwiyerekane, ndahakanye mw’izina rya vegiteri !”
	

	
	« Where are you ? Come out into the open ! »
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	iH iH iH

! iH ! iH ! iH
	iH iH iH

! iH ! iH ! iH
	

	
	iH iH iH

! iH ! iH ! iH
	
	

	
	« Je vais faire quelques tests »
	“ Ngiye kugira amagerageza amwe na mwe”
	

	
	« I'll make a few tests. »
	
	

	
	« Somme des angles 180° »
	“ Igiteranyo k’imfuruka dogere 180 (180° )”
	

	
	« Angle-sum 180°... »
	
	

	
	« Surface 4πℓ²
volume 4/3πℓ³
bon, rentrons »
	« Ubuso 4πℓ²
volime 4/3πℓ³
ni byiza, dutahe »
	

	
	« Area 4πℓ²
volume 4/3πℓ³ »
	
	

	
	« c'est euclidien »
	« Ni inyayekilide »
	

	
	« It's Euclidean. »
	
	

	
	« Ça c'est une chance. J'aperçois ma bouteille »
	“ Aya ni amahirwe. Ndabona icupa ryanjye”
	

	
	« That's lucky. There's my bottle. »
	
	

	
	ROSÉ DE PROVENCE
	ROZE YO MU NTARA
	

	
	ROSE OF PROVENCE
	
	

	
	« Qu'est-ce qui se passe avec ce fichu tire-bouchon ! »
	« Byagenze bite n’iyo nyagwa y’inkurura-mupfundikizo »
	

	
	« What the matter with this corkscrew ? »
	
	

	
	« C'est pourtant mon tire-bouchon je le reconnaîs. »
	“ Ariko kandi ni inkurura-mupfundikizo yanjye, nayimenye”
	

	
	« It's my corkscrew all right ! I recognize it. »
	
	

	
	« mais que lui est-il arrivé ? »
	“ Ariko se  yabaye ite ?”
	

	
	« I wonder what's happened to it ? »
	
	

	
	Observez-le bien !
	Muyitegereze neza !
	

	
	Take a close look !
	
	

	
	« Un ennui ? »
	“ Ingorane ?”
	

	
	« Trouble, sport ? »
	
	

	
	« Je, heu... »
	“ Jyewe, heyi…”
	

	
	« I – uh... »
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	« C'est un rosé de Provence, de qualité assez ordinaire, somme toute... »
	« Ni divayi ya roze yenjyerwa mu cyaro, urebye iryoshye bisanzwe,--- “
	

	
	« Fair dinkum, it's a blinkin' French rosé ! If that don't beat all ! »
	
	

	
	« vous avez un tire-bouchon ? »
	“ Mufite inkurura-mupfundikizo ?”
	

	
	« Y'got a corkscrew, cobber ? »
	
	

	
	« Euh... oui »
	“Eeh… yego”
	

	
	« Uh – yes... »
	
	

	
	« Si tous les kangourous du monde voulaient se donner la main »
	“ Iyaba kanguru zose zo kw’isi zashakaga kuramukanya zikorana mu ntoki”
	BLUB, BLUB

	
	« Waltzing Matilda ; waltzing Matilda ; you'll come a – waltzing Matil - »
	
	BULUB, BULB

	
	« Vous n'avez rien remarqué d'anormal ? »
	“Nta kintu na kimwe mwabonye kidasanzwe?”
	

	
	« You didn't notice anything strange ? »
	
	

	
	« Non, vous avez un peu mauvaise mine, c'est tout »
	“ Oya, Mufite umwaga gusa, noha ubundi nta kindi” 
	

	
	« I 've drunk better from a billabong, but there's nothin' strange about that ! »
	
	

	
	« prenez un peu de bisulfite deparmesan deux fois par jour »
	“ Fata twa bisulifite ya deparimesane inshuro ebyiri ku munsi “
	

	
	« Typical o' you poms – always askin' blinkin' silly questions... »
	
	

	
	« Bonne continuité »
	“ Mukomeze neza”
	

	
	« Gidday, cobber ! »
	
	

	
	« Quelqu'un bricole mon tire-bouchon... et un kangourou ivrogne me siffle mon rosé. Qu'est-ce que c'est que cette affaire-là ? »
	“Hari umuntu wacokoje inkurura-mupfundikizo wa njye…. Kandi ikanguru y’insinzi yanyibye roze yanjye. Ariko se ibyo ni ibiki ? ”
	CLOP, CLOP , CLOP , CLOP twa bisulifite ya deparimesane inshuro ebyiri ku munsi

	
	« Someone's screwed up my corkscrew, and an inebriated kangaroo's snitched my rosé. Much more of this and i'll start to wonder what's going on... »
	
	KOLOPE, KOLOPE, KOLOPE, KOLOPE

	
	« Peste ! »
	“ Ubushita ! ”
	

	
	« Drat ! »
	
	

	
	NOUS NE SAURIONS TROP VOUS INCITER Á OBSERVER CE TIRE-BOUCHON AVEC LA PLUS GRANDE ATTENTION
	NTABWO TWAMENYA BIRENGEJE KUGUKANGURIRA KWITEGEREZA BIKOMEYE IYO NKURURA-MUPFUNDIKIZO 
ITONDE
	

	
	WE STRONGLY ADVISE YOU TO OBSERVE THE CORKSCREW WITH THE UTMOST ATTENTION.
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	La bande de Möbius (espace inorientable à deux dimensions) a donc un équivalent tridimensionnel. Sur la bande de Möbius, lorsque le cercle décalcomanie faisait le ''tour'' de cet espace euclidien, son orientation changeait : 
	I bande ya Mobiyusi ( esipase ntaganishwa ya dimansiyo ebyiri) ifite rero icyo bisa cya dimansiyo eshatu. Igihe rwa ruziga rw’akarangamimerere rwakoraga , k’urugori rwa Mobiyusi, « umuzenguruko »  w’iyo esipase nyayekilide, intumbero yako yarahindutse :
	

	
	The Möbius Band – a non-orientable 2-dimensional space – was a 3-dimensional analog.
On a Möbius Band, a circular label that makes a ''circuit'' in the space, can come back with its orientation changed. 
	
	

	
	Voir page 54
	Reba kuri paje ya 54
	

	
	See page 54
	
	

	
	On remarquera que ces objets sont ''en miroir''.
Le tire-bouchon, ou Anselme lui-même, peuvent être considérés comme des ''décalcomanies à deux dimensions''. A chaque fois qu'un objet fait le ''tour'' de cet espace tridimensionnel, son orientation s'inverse. Comme nous sommes censés avoir accompagné Lanturlu dans son périple circumspatial, il est normal que nous retrouvions, avec lui, la bouteille ''en miroir'' et le tire-bouchon vissant dans un sens inhabituel. Un second ''tour'' de cet univers nous redonnerait la vision initiale des choses (à condition que nous laissions les objets à leur place).
	Muzibonerako ibyo bintu biteganye nko mu “ndorerwamu”.
Inkurura-mupfundikizo, cyangwa Anselimi ubwebwe, bishobora gufatwa nk’ ”uturangamimerere twa dimansiyo ebyiri”. Igihe cyose ikintu gikoze umuzenguruko w’iyi esipase nyadimansiyo-eshatu, intumbero yayo irihindukiza. Nk’uko twabaye nk’abaherekeje Lanturulu mu rugendo dwe rw’inzengurukasipase, ni ibisanzwe ko twisanga hamwe na we, icupa risa nk’iryo mundorerwamu n’inkurura-mupfundikizo yinjiza mu buryo budasanzwe. Uwundi “muzenguruko” w’iyi iniveri wazaduha ikindi kitegerezo k’ibanze cy’ibintu ( ibyo byaterwa n’uko twagumiza ibintu mu mwanya wa byo).
	

	
	The corkscrews are mirror images of each other. 
The corkscrew, and Archie himself, can be thought of as ''labels'' in three dimensions. Each
time an object ''makes'' a circuit of this 3-dimensional space, his orientation reverses. As we accompagnied Higgins on his circumspatial pilgrimage, it's not surprising that, just like him, we found the bottle to be a mirror image, and the corkscrew twisting the wrong way. A second ''circuit'' would restore these objects to their original appearance, provided we left them where they were. 
	
	

	
	Anselme et le kangourou (de l'espèce des antipodiens) habitent le même espace, mais ils diffèrent en ce sens que ce qui est ''à l'endroit pour le kangourou'' est ''à l'envers pour Lanturlu'', et vice-versa.
	Anselimi na kanguru ( yo mu bwoko bwa ndwanyapode) batuye kuri esipase imwe ariko batandukanyijwe n’uko ikiri « aho kanguru ituye » aricyo kiri « aho Lanturulu atuye ariko gihindukije », kandi byose ni uko bimeze.
	

	
	Archie and the kangaroo (an antipodal species) lived in the same space ; but they differed in the sense that what was the right way round for the kangaroo, was the wrong way round for Archibald – and vice versa. 
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	EPILOGUE :
	IMBANZIRIZAMUSOZO
	

	
	EPILOGUE :
	
	

	
	« Tout va de travers. Il n'y a plus ni droite, ni gauche, ni envers ni endroit. Vers où cela mène-t-il ? Et quel chemin suivre ? »
	“Ibintu byose bigiye binyuranye. Nta buryo, nta bumoso, nta mbere nta nyuma. Ese ibyo byageza he umuntu? Ese ahubwo ni iyihe nzira yo kunyuramwo ?”
	

	
	« It's all gone haywire. There's no more left or right, no clockwise or counterclockwise, no right way and no wrong way. Which way, then, should I go ? »
	
	

	
	« Il faut suivre les géodésiques, Anselme, les géodésiques de ta vie. »
	“ Igikwiye, Anselimi,  ni ugukurikira za jewodezikye; za jewodezikye z’ubuzima bwawe. »
	

	
	« You must follow the geodesics, Archie – the geodesics of your life. »
	
	

	
	« On ne me fera jamais croire, à moi, que l'Univers est aussi biscornu. Ce sont des délires de mathématicien. »
	“Jye, ntawuzashobora kunyemeza ko Iniveri ifite amahembe abiri. Ibyo ni indoto z’abanyamibare.”
	

	
	« Huh. Yer'll never get me to believe the universe is that crazy ! H'it's all ravings of a loony mathematician ! »
	
	

	
	« C'est de la bande-dessinée ! »
	“ Ni igitabo-bishushanyo ! ”
	

	
	« It's like something out of a comic strip ! »
	
	

	
	« Pourquoi se préoccuper de tout cela, puisqu'il est évident que l'espace EST euclidien (*) »
	“ Kuki umuntu yatekereza cyane kuri ibyo bintu, cyane cyane ko bigaragarira uwariwe wese ko iyo esipase ARI nyayekilide (*)”
	

	
	« Why bovver wiv that tripe, w'en it's bleedin' h'obvious that the universe is h'Eucliddyan ! (*) »
	
	

	
	« (*) Propos tenus en 1830 par Ostrogradsky, professeur titulaire de la chaire de mathématiques à Petrograd, après lecture des travaux de Riemann et Lobatchevsky. »
	“ (*) Amagambo yavuzwe na Ositorogaradisiki, Umuporofeseri wikirangirire mu kicaro k’imibare i Petorogarade, nyuma yo gusoma ibikorwa by’ubushakashatsi bwa Riyemani na Lobacevisiki.”
	

	
	« (*) A view stated in 1830 by Ostrogradsky, a professor of mathematics at Petrograd, after a lecture on the work of Riemann and Lobachevsky. »
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	« Admettons que l'Univers ne ressemble pas à ce qu'il est. Vous imaginez tout cela, enseigné dans les écoles ?!!... »
	“ Reka twemere ko Iniveri idasa n’uko iri.  Muratekereza kuri ibyo bintu, byigishijwe mu mashuli ?!!...”
	

	
	« H'imagine the universe don't look like wot it is ? Cripes, fink o' that being taught in the schools !! »
	
	

	
	« Quel désastre ! »
	“ Mbega amarorerwa !”
	

	
	« How utterly dreadful ! »
	
	

	
	« Et puis, ce qui compte, finalement, c'est la vie. Et, pour la vie de tous les jours, vous conviendrez avec moi que... »
	“ Hanyuma kandi, nyuma y’ibyo byose, icya ngombwa ni ubuzima. Naho, kubirebana n’ubuzima bwa buri munsi, mwemeranya na njye ko… »
	

	
	« Any'ow, wot reely counts is the real world – not this ruddy h'ivory tower speckyerlation ! An' in the real worl' as yer'll no doubt h'agree wiv me, yer gonna... »
	
	

	
	« Mais, qu'il y a-t-il derrière tout cela ? »
	“ Ariko se ni iki kiri inyuma y’ibyo byose ? “
	

	
	« So what's behind all of this ? »
	
	

	
	« La PHYSIQUE, mon chéri... »
	“ FIZIKYE, nshuti yanjye… “
	

	
	« Physics, love... »
	
	

	
	« Je VEUX tirer cela au clair ! »
	“ NGIYE kubishyira ahagaragara !”
	

	
	« I'll bring this into the open ! »
	
	

	
	« En avant pour le CONCRET »
	“ Jya imbere mu kwerekana IBISOBANUTSE “
	

	
	« Let's hear it for the concrete. »
	
	

	
	« Y-a quelqu'un ? »
	“ Hari umuntu ? “
	

	
	« Anyone there ? »
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	« ...si la densité moyenne de matière dans l'univers est inférieure à 10-29 grammes par cm³... »
	“ … niba uburemere bwo hagati na hagati bwa matsiyeri muri iniveri buri munsi ya  10-29 garama kuri buri cm³... »
	

	
	« ...if the density of matter in the universe is less than 10-29 gm.cm³... »
	
	

	
	« ...alors l'univers aura une courbure négative et sera d'extension infinie... »
	“… noneho rero iniveri izagira ubuhetame bwa negatifu kandi izagira ubukweduke bw’umurengera, budashira…”
	

	
	« ...then the universe will have negative curvature and infinite extend... »
	
	

	
	« ...par contre, si la densité est supérieure à 10-29 g/cm³ »
	“… ibiramambo, iyo uburemere buruta 10-29 g/cm³ “
	

	
	« ...on the other hand, if the density is greater than 10-29 gm.cm³ »
	
	

	
	« ...l'univers sera hypersphérique et se refermera sur lui-même... »
	“ …. Iniveri izaba ari ndengerasiferikye kandi izifungira kuriyo ubwayo…”
	

	
	« ...the universe will be hyperspherical and closed. »
	
	

	
	« Mais si cette densité égale  10-29 g/cm³, alors l'univers sera euclidien »
	“ Ariko niba ubwo buremere bungana na 10-29 g/cm³, rero Iniveri izaba ari inyayekilide”
	

	
	« And if the density is equal to 10-29 gm.cm³, it will be EUCLIDEAN... »
	
	

	
	« Docteur Einstein, je présume ? »
	“ Dogiteri Eyinshiteyine, ndakyeka?”
	

	
	« Doctor Einstein, i presume ? »
	
	

	
	« moui ?... »
	“muwuu?....”
	

	
	« The same. »
	
	

	
	FIN
	UMUSOZO
	

	
	THE END 
	
	

	
	(NC)
	
	

	
	
	
	



