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SAVOIR SANS FRONTIERES

Villa Jean-Christophe, 206 Chemin de la Montagnere, 84120 FRANCJA

http://www.savoir-sans-frontieres.com

Jean-Pierre Petit, Prezes Stowarzyszenia

Byly Dyrektor ds Badan w CHRS, astrofizyk, tworca naukowego gatunku literackiego:
komiksu naukowego. W 2005 roku postanowit upubliczni¢ 20 swoich dziet, umozliwiajac
bezptatny dostegp do elektronicznych wersji za posrednictwem wlasnej strony internetowe;.
Stworzyt takze Stowarzyszenie Savoir Sans Frontiéres (Wiedza bez granic), ktorego celem
jest nieodptatne szerzenie wiedzy, w tym wiedzy naukowe;j i techniczne;j.

Stowarzyszenie funkcjonuje dzigki hojnosci darczyncow. Wynagrodzenie ttumaczy w roku
2006 wynosi 150€ netto (koszty transferu bankowego pokrywa SSF).

Kazdego dnia wzrasta liczba przeprowadzonych ttumaczen (w 2005 r. komiksy zostaty
przettumaczone na 18 rdznych jezykow, w tym na litewski i rwandyjski).

Ponizszy dokument .pdf moze by¢ legalnie kopiowany, powielany w catosci badz
poszczegolnych fragmentach, wykorzystywany w szkotach w celach naukowych, pod
warunkiem ze wykorzystaniu niniejszych materialow nie towarzysza cele zarobkowe.
Zachgcamy do umieszczania publikacji SSF w bibliotekach miejskich, szkolnych badz
uniwersyteckich w formie publikacji broszurowej badz w formie elektroniczne;.

Autor postanowit uzupehi¢ kolekcjg albumoéw o przystepne komiksy dedykowane dzieciom
od lat 12. Réwnoczesnie odbywa si¢ przygotowywanie komiksow w wersji ,,audio” dla
analfabetoéw, a takze oséb pragnacych nauczy¢ si¢ nowego jezyka.

Stowarzyszenie chetnie nawiaze wspolprace z nowymi tlumaczami, posiadajacymi
odpowiednie kompetencje, niezb¢dne do thumaczenia tekstow para-naukowych.

Ponadto bedziemy wdzieczni za wszelkie datki na rozwdj Stowarzyszenia Savoir Sans
Frontiéres.

W roku 2006 fundusze SSF przeznaczone sa gléwnie na wynagrodzenia dla thumaczy.


http://www.savoir-sans-frontieres.com/

Wiedza bez granic

Stowarzyszenie o charakterze niezarobkowym
zalozone w 2005 r. i zarzadzane przez dwoch
francuskich naukowcow. Cel: rozpowszechnianie
wiedzy naukowej za pomoca zespotu rysowanego
za pomoca darmowych plikéw PDF do pobrania. W
2020 r. osiggnieto w ten sposob 565 ttumaczen na
40 jezykow. Z ponad 500.000 pobranych plikéw.

Jean-Pierre Petit Gilles d'Agostini

Stowarzyszenie jest catkowicie dobrowolne.
Pienigdze przekazano w catosci na rzecz ttumaczy.

Aby dokona¢ darowizny, uzyj
przycisku PayPal na stronie
giowne;j:

http://www.savoir-sans-frontieres.com

PayPal
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Czy jest jakis
MATEMATYK
na sali?




OSTRZEZENIE

Niniejsze nie jest zadnym kursem ani wyktadem.
To po prostu opowies$¢ o Anzelmie Lantarlui o
jego podrozy w krainie geometrii.

Podczas lektury zalecane sq;

Przede wszystkim

* troche aspiryny
* Duzo linki
# Nozyczki

% Tasma klejqca

* Katomierz




Firma Euklides sp.zo.o. powstata w Aleksandrii w trzecim wieku p.n.e..
Biznes prosperowat doskonale podczas dwoch tysiecy dwustu lat.
Produkty spdtki byty doceniane a klientela byta zadowolona

i wierna firmie.
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Jednak stopniowo gusta klientéw zaczety sie zmieniac. Niektdorzy z nich,
niegdys$ bezwarunkowo wierni marce, zaczeli sie zastanawiaé
(w konsekwencji roznych doswiadczen) czy Euklides to zawsze prawda,

cata prawda i tylko prawda ?
Opowiemy tutaj historie jednej z takich osob...

N




PROLOG

Pewnego dnia Anzelm Lantarlu postanowit rozciagnaé linke miedzy
dwoma tyczkami.

Czujesz od r@
te nauke ?
M

"a linka
przedstawia najkrétszq
droge miedzy punktami A i B.

W jezyku technicznym
hazywamy te linie :
GEODEZYJINA.




Uzywajac trzech naciagnietych linek,

tzn. trzech GEODEZYJNYCH,

Anzelm zbudowat TROJKAT.

Za pomocg_katomierza, zmierzyt katy
na kazdym wierzchotku TROJKATA i je podsumowat.

Wedtug nieo mD

twierdzenia firmy Euklides

Sp. zo.0. ta suma musi
wynosié 180°, tak...
zgadza Sie.




Kraina, w ktérej znalazt sie Anzelm byta catkowicie pograzona
w obtokach i w gestej mgle.

m @ram moze byc, DALEKO stad ? \

Co sie kryje w tej mgle ?
S0 0) Normalnie, GEODEZYJINA jest PROSTA,

Ale co by sie okazato, gdybym poszedt
zbadac te przestrzen idac PROSTO

7y @ZED SIEBIE i jak NAJDALEJ STAD ?

Rozwijajac
ciagle napietq
GEODEZYJNA,

Anzelm szedt dtugo,

bardzo dtugo...

Czut za sobq naciagnietq linke i bez
obawy maszerowat we mgle, wyznaczat
przeciez idealng GEODEZY JNA...




Jak powszechnie wiadomo, sq takie dni, kiedy wszystko jest do ba.ni :

< Cos takiego! )

Anzelmowi zostato jeszcze Cookol I |
duzo linki, wiec postanawia pokojny ale zaintrygowany

L rozwija dalej linke i idzie
7 \7\* wyjasnic cata PROSTO PRZED SIEBIE
'f—z\ te sprawe. '
i TS
welle

T

Ch. o -
Niestety... PROSTA Anzelma
To znowu sie zamkneta |l

é moja tyczka |
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@awdimy to twierdzeniem ON

Euklidesa, wyznacze trzy
RV GEODEZYJNE o takiej samej

dtugoéci. To mi da TROJKAT
o trzech katach po 60°kazdy, ich

suma bedzie réwna 180", Tak, jak
W w instrukcji... J

o T

zobaczymy...

Dobm to moj drugw
wierzchotek B, jeszcze
tylko napne dwie linki

A_L i znajde TrzeciJ

: > |7 Super ta
nauka, co 2

A ich suma , oczywiscie
przekracza 180° |

O co tu chodzi ?
Katy sa jednakowe, ale
wieksze niz 60°.

problem ?




YA

rzeciez przyktadajac PLASKA linijke, widaé,
kze mo je geodezy jne sq PROSTYMI.
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Halo, firma Euklides ? Mam tu
mate problemy z waszym sprzetem. &
d
| ﬁ o\
Chwileczke, tacze pana z
dziatem technicznym... —~ k

Problemy z naszymi tré jkatami ?
Dziwne, a moze sprébuje pan nasze kotfa ?
Klienci sa z nich bardzo zadowoleni.
..Koto, wiec jest zbiorem punkféw znajdujacych
B sie w odlegtosci L od danego punktu centralnego.
N N
N I méwi pan : obwéd 2TIL, powierzchnia TIL,
/&\f | dziekuje, zapisatem .
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Do wyzhaczenia obwodu ogrodzenie Euklidesa jest

najlepszym materiatem dostepnym na rynku .
. Zadowolenie klientéw to nasza najlepsza reklama.

= ™
_ g @ pomiaru pola polecamy ptytki Euklidesa.

S

No, dobrze sie
zaczynha, mam za
duzo ptytek |

Jak to sie mowi : po@f\
piekne z pozy’reczW

A teraz zmierzymy
obwod za pomocaq,
ich ogrodzenia.

Obwéd 2TTL
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m ,f}k g ' Ogrodzenia ’reij
> mam za duzo |
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~C 5L T/ HALO, EUKLIDES ? Tak, to znowu ja |

Zostato mi mnostwo ptytek i ogrodzenia, ten
wasz sprzet, 2TIL i TIL to jakas kompletna Sciema !

N T '
()@ 5 Ale prosze tak nie krzyczec¢ prosze "‘

P-u- 4

f&@ﬁ =5 bana, ja jestem tylko sekretarka, "‘

M':Q:é& facze pana z dziatem technicznym. "“‘:“
A 5%

b\}’é@&ﬁ” RIS _’ X

X
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Nie, nie i nie, ptytki sq utozone jak nalezy,
fw\ mdj promien jest w porzadku, a ogrodzenie
TATE

jest ustawione 3cisle na kole.

\ -
%osze: mi wierzyé, pierwszy raz

co$ takiego sie zdarza. Prosze jeszcze
poprébowac i nie niepokoic sie, wie pan,
ze gwarantujemy wszystkie nasze
twierdzenia...

Anzelm probowdt jeszcze dalszych pomiardw,
zwiekszajac za kazdym razem promien kota.

I za kazdym razem zostawato mu co raz wiecej
materiatow...

|
i

( —_—

S e

LIRS 'I%*i::?‘* \ =

e —

()
":Q:?:‘!‘fﬂ*:‘:‘:ﬁ‘l i

] —
i ‘-—

>
11



Ale cyrk, a teraz mi zostato
doktadnie 367% ogrodzenia i 19% ptytek
a mo je koto stato sie...PROSTA.

e

A linijka jest
\_naprawde PROSTA.

Anzelm zwieksza ponownie
promien kota i tym razem...

Krzywizna
mojego kota odwrdcita sie
w drugq_strone.

A kiedy ZWIEKSZAM
promien jeszcze bardziej
to obwod MALEJE,

to jakies$ szalenstwo |




Po ostatniej prébie :

No to sie

tadnie _LL

wkopatem.

— ) o
Aby to wyjasnic, rozproszymy obtoki :

X
%S -
J"j &
E X0
! i’ g
*
XX

Anzelm nagle zrozumiat, ze znajduje sie na powierzchni
kuli, na ktorej stosowat requty GEOME TRII PLASZCZYZNY.
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g@o Ale w jaki sposob Anzelm wyznaczat
3 PROSTE na sferze ? To jaki$ nonsens.
N P
’% Mo j drogi, to zalezy czym jest dla
> ciebie prosta. Jesli to najkrotsza

O
.o/ Uwaga... ﬁg droga miedzy dwoma punktami, to
%
N

putapka ! hie ma zadnego problemu
Bl z PROSTYMI na sferze.

Pojecie geodezyjnej (linii najkrotszej
drogi) nie jest ekskluzywnosciq
zarezerwowand dla PLASZCZYZNY.

(ap:i‘jmy elastyczng,

gumke miedzy

j \éwoma punktami.

| B I otrzymujemy
GEODEZYJNA.



Co ty mi tu chrzanisz, przeciez
to nie jest PROSTE, to cos.

To prosze, wh

NS S linijke i sam sobie
| sprawdz.
sﬁjes’r inijkas”/
O wedtug ciebie ?

N2

To jest LINLJKA do POWIERZCHNI,
i na PLASZCZYZNIE tez dzidta
doskonale, nie odchyla sie ani w

lewo, ani w prawo.

Tak czy owak, kiedy Anzelm
wyznacza swoja geodezyjna, to ona sie ZAMYKA. Czy to
znaczy, ze geodezy jne na kuli to po prostu kota ?

Wszystkie linie najkrétszej drogi na sferze sq

5
( czesciami zamknietych krzywych geodezy jnych,
@ ktore faktycznie sq kotami na tej sferze.

Ale nie byle jakimi kotami |

15



’ Co to znowu za historia ? \;
Chcesz powiedziel, ze na sferze sq
rézne rodzaje kot 2! /

A juz mysla’rem ze co$ fapie... - N

/To jeszcze raz, koto to zbidr punktéw
NV w odlegtosci L od danego punktu N, ktérego

nazwmmy ’ru‘raJ BIEGUNEM.

/u widzisz zes’m
;, ?

kot bieguna N,
\ hazwiemy je
ROWNOLEZ-

/@:&

\_

LF { A
L ‘
Te réwnolegte \/ —
kota sa takze t/ ¢ Najwieksze sposrod tych két,
wyZzZnaczonhe przez — to ROWNIK sfery.

zbiory punktéow w odl. L' o

ktu S, "bi d." _
\pl;:f UOd,Gln;e%uzz Ililj{ ‘ v % to w koncu dotarto do mnie,
b . ' ze kazde koto na sferze

F% — ma DWA drodki Ni S|

™

P~ Nazwiemy te "ROWNIKI" KOL AMI
Y

7 WIELKIMI. Otéz to whasnie one sq
B>~ GEODEZYJNYMI sfery.

5 Kurde balans, pierwszy raz widze
({\ GEODEZYJINA z tak bliska, bombal




l\_—{: & POLNOCENE KOLO POLARNE
Na planecie ZIEMIA, kota

HADP!D
w polarne i zwrotniki sq
TROEP (A ZWROTNIK RAKA

20

——f rownoleznikami. Madryt i
" R Nowy York lezg na tym samym.

’ Ale jak wiadomo, najkrétszaq
> Q droga nie jest fuk, ktory je
\ taczy wzdtuz réwnoleznika, ale
. ZWROTNIK ten wzdl'uz KOLA WIELKIEGy

KOZIOROZCA
POLUDNIOWE KOLO POLARNE

Kiedys
to nazywato sie
ORTODOMA.

4 C/C{,u

-7
A teraz zbudujemy TROJ KAT z trzech A .
tukow, wycietych oczywiscie z kot wielkich. J

s
_ Mozna zbudowaé taki

tré jkat za pomoca tasmy
klejacej albo gumek i

C katy w
AL Zmierzy¢ jego
% @ ® 7/ kazdym wierzchotku.

To zalezy od
pola trojkata,
miedzy 180°i 900" |

No to ile

wyhiesie suma
A+B+(C?

W matym tréjkacie, powierzchnia sfery
hiewiele odbiega od PLASZCZYZNY
i w tym wypadku, ta suma...

P
..jest bardzo
( bliska 180°.

17




A taki oto tréjkat mogliby$my zrobi¢ za pomoca,
trzech kawatkow gumowe j tasiemki.

' _— | —

A takze dosc szczegdlny
bo zajmuje jedng 6smq
powierzchni sfery.

' Tréjkat, ktory
[ X9 bytby réwnoboczny
7N tréjprostokatny

A suma katow
wynosi 270°.

I Jeszcze
wszysfkuego

nie wudzuci%

A teraz wyobrazmy sobie tréjkat z
elastycznymi bokami, ktdérego wierz-
chotki odsuwamy coraz dalej. Katy bedq

rosnaé , tak jak ich suma.

-——

A kiedy wierzchotki znajdq sie
na réwniku, katy tréjkata bedaq
katami PLASKIMI o wartosci 180°
a ich suma to 540°1ll

18



,' Jesli bedziemy kontynuowaé wedrowke
wierzchotkow tréjkata na drugiej potkuli,

to znajdzie sie on przy punkcie S, na
antypodach punktu N. Kazdy z katow bedzie
wiekszy niz 180’ A doktadniej, kazdy z hich

% ., bedzie réwny : 360°- 60°= 300°.
_ 360™-60'= 3007 Catkowity obwo
ﬁ o r'epr*ezenTUJe 360°.
Suma. : 300 x3 = 960 Q

mfi%

%

I w taki wtasnie sposdb)
suma katow trojkata na
sferze moze wynosic od

180° do 900°!

J A
med%ug twierdzenia Gauss'a suma \ﬁ ' ' P

katow tréjkata na sferze, wynosi:

A+B+C =180 (1 + 3,1516 w2 ) w stopniach

Gdzie R jest promieniem kuli a
P polem tré jkata.

W przypadku matego pola tré qu’ra
[\(W stosunku do pow. kull) P 2 PN

A g B
C odnajdujemy Euklidesa
A+B+C = 180°
W przypadku odwrotnym, kiedy tréjkat pokrywa N~

prawie cata powierzchnie kuli (4x3,1416xR%),
zblizamy sie do 900°. 19



' Notatka stuzbowa: Dwa punkty na sferze mogag byc potaczone dwoma

tukami Geodezyjnymi, ktére sktadajag sie na
JEDNO koto wielkie. Ale, jesli te punkty N i S sq.

-antypodalne, to przechodzi przez nie nieskonczona
ilos¢ GEODEZYJINYCH l... Dwie z tych "prostych

sfery" definiuja DWUKAT o dwdch réwnych bokach
i réwnych katach. Suma katéw wynosi od 0" do 360".

" Debilizm @@%@? = |
| . totalny | AN Q\\‘QQ\,{\L\Q

——

A teraz sprobujemy wyjasnié, dlaczego
Anzelmowi zostawato tyle ptytek
i ogrodzenia.

. O
el
“‘__/

6jesf kotem, ktdre wyznaczdt, a (¥) kotem, ktére MYSLAL  7e Wy Znacza.
Pole byto mierzone za pomoca wzoru geometrii ptaszczyzny 2TIL>.
Rzeczywista powierzchnia zas byta réwna potowie powierzchni kuli 2TTR?.

L jest réwne 1/4 obwodu, czyli 1/2TIR a stosunek tych dwdch pél wynosi
[12/8=1,233. Stosunek obwoddéw z kolei bedzie rowny 2TIL/2TIR czyli

(‘/2= 157. Teraz, jesli ktos ma jeszcze jakie$ watpliwosci, to prosze

|

ﬁ.ziemw

hie jest ptaska;

fatdy

Turdﬁ mi opakowa¢ kule ptaszczyznaq |
wychodz

|




Przed dotarciem do réwnika WKLESLOSC
kota Anzelma wydaje mu sie by¢ normalna:

~ To koto jest réwnoleznikiem,

geodezyjng, tzn. za

Na réwniku, gdy L =1/2TIR,
rownoleznik pokrywa sie z

I
= ‘| 4;5? R

ROWNIK
-'—_‘-—_-_._-—-j

Ponizej rownika,wydaje
mu sie, ze wklestosé

N

nzcmego kota
L, sie odwraca. edvie
ja jestem ?

— el

Ta witasciwos¢ wy jadnia w jaki sposdb, mozemy do woli, "wchodzic"

lub " wychodzi¢" z kota bez przekraczania jego obwodu. Mozemy

sobie przedstawié to koto jako elastyczny pierscien przesuwany
po kuli bilardowe;.

L-:"".-.-—_"--_—-—-‘—_ S |




Przez pewien czas Anzelm zajadf sie

studiowaniem takich witasciwosci, odkrytych

przez matematyka Gauss'a (1777-1855).

Po czym postanowit uda¢ sie na eksploracje
Swiata POWIERZC\IITIII\II :

Geometria

Dobra, to chyba mam
wszystko, linijka,
katomierz, linka, mtotek.

To ruszajmy |

. .;’,r‘
\ // Raz kozie
N Sdmierd
)

Ryzyk - fizyk...

Po wyladowaniu w nieznanym Swiecie, Anzelm zaczyna rozwijac
howa GEODEZYJNA, ale tym razem :

Ki diabet, ta
powierzchnia
D

?1(\ prowadzi
y do nikad |

A geodezyjna sie
hie zamyka...

Q:os’ nowe.gD

Anzelm zbudowat trojkat za
pomoca trzech napietych linek, ale
suma kafow okazuje sie tym razem
mniejsza od 180°.

22



~ Kofo to ciagle zbiér punktow
%@( w odlegtosci L od danego punktu.
Anzelm zauwaza, ze koto
Q:W!ﬂﬂﬂi%\ wyznaczone na tej nieznane j
s powierzchni, ma obwdd
WIEKSZY niz 2T1L, a jego
pole PRZEKRACZA TIL>.

Rozproszmy obfoki :

Powierzchnia, tym razem,
przypomina forme przefeczy
gorskiej lub siodta jezdzieckiego.
Niektore przedmioty takze majq

podobnag krzywizne:
rég mysliwski czy taboret.

]
| "‘."l- ¥l
. l"*;ﬂl'l“
| 11. [] '5‘:"1
TN
L] - - . R

Méj drogi, a n

e
&obisz mhie w k@

T
)

dcic .
\tgr'oc ¢ s’rr:one,‘
N

Chcecie poznaé klucz te;j
,x 2 historii ? Prosze

23



KRZYWIZNA

Powierzchnia zakrzywiona to powierzchnia, gdzie twierdzenia
euklidesowe nie maja juz zastosowania. Krzywizna moze byc
DODATNIA lub UJEMNA. Na powierzchni o dodatniej krzywiznie,
suma kafow tréjkata przekracza 180, a koto o promieniu L

bedzie miato pole mniejsze od TIL? i obwéd mniejszy od 2TTL .

I dokfadnie na odwrét na powierzchni o krzywiznie ujemnejj .
Wczesdniej, Anzelm prébowat pokryé kule, powierzchnie o dodatniej
krzywiznie, za pomocaq_ptaskiego elementu. Spowodowato o powstanie
fatd i zaktadek. Pokrycie pow. o ujemnej krzywiznie powierzchniq
ptaska rowniez nie jest mozliwe: ptaski element ulega rozdarciu.
Taki test "opakowania" jest najprostszym sposobem na okreslenie
typu krzywizny.

Jak widzielismy na poprzedniej stronie, powierzchnie mogg,
miec regiony o krzywiznie dodatniej albo ujemne;.

—

A taki walec czy stozek,
maja jakas krzywizne ? o

"-.._-__-—--__

e

(L=

t



Obydwie powierzchnie

dadzq sie pokryc ptaskim

>~ _elementem |

Bez paniki, przykleje tutaj tasma
trzy gumki, tzn. trzy geodezyjne...

\//

...JeSZcze przeniose

I rozwijam WGleA \—/ geodezyjne ha powier‘zchniq....

na PL ASKO. ~——
& Wedtug naszej definicji,

walec i stozek podporzadkowuja,
sie geometrii euklidesowej i sq wiec
POWIERZCHNIAMI PLASKIMTI !l

95
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T
POJECIE PRZESTRZENL
@ Niedawno, obtoki i mgta nie pozwalaty Anzelmowi
| A na ogarniecie otaczajacej go PRZESTRZENI

.
~L ) ¥ ~{ 7 SFERYCZNEJ i na spostrzezenie jej KRZYWIZNY.
|

Jest jeszcze inny sposob, aby mu uniemozliwié
WIDZENIE tej krzywizny: zmusi¢ go do zanurzenia

~ sie w powierzchni, tak, aby byt w niej
/jlﬁ catkowicie ZAWARTY.
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Zauwazmy, ze ta nowa sytuacja wcale mu nie przeszkadza

w pomiarze
ODLEGLOSCT KATOW POLA

Mimo tego, ze Anzelm zostat uwieziony W powierzchni, to moze
caty czas stwierdzaé krzywizne, okreslac jej znak i nawet jq
mierzyé, ale nie moze jej ZOBACZYC.

Jesli suma katéw tréjkata jest wieksza od 180" to krzywizna

jest dodatnia i Anzelm moze obliczy¢ lokalny promien krzywizny
postugujac sie wzorem: A+B+C = 180 (1 *3 F;4R2) w stopniach, gdzie
P jest polem tréjkata. '

W przypadku krzywizny ujemnej, promien moze by¢ obliczony ze
wzoru: A+B+C = 180 (1 ERVTY ) . ale tfutaj nie ma on normalnego
sensu fizycznego. '

Zauwazmy, ze PLASZCZYZNA moze by¢é uwazana za powierzchnie o
nieskonczonym promieniu krzywizny i w tym przypadku odnajdujemy
klasyczne twierdzenia euklidesowe.

KRZYWIZNA
UJTEMNA

$F



KONCEPCTA WYMIARU

Tlos¢ wymiardéw to po prostuilo$¢ wartosci, wspétrzednych, ktore trzeba
podaé, aby zdefiniowa¢ PUNKT w jakiejkolwiek przestrzeni.
Powierzchnie sa przestrzeniami o dwoch wymiarach. Wartosci, ktére
stuza do oznaczania potozenia to dtugosci, liczby, katy...

| R Y N S |

p——t- M -
)f ,#l;c* M
| ~ ég —5_ ' ‘f’ //

o P o o

L kon na q 4
S >
"36:_'3} g: -~ (Q;CP)

dtugosé, szerokosé

Jesli nie uwzglednimy czasu, fo méwimy,
Ze nasza przestrzen jest trojwymiarowa.

ma, jestes
- w przestrzen

OIS
"H'l LY

Ze niby,
_ tré jwymiarowe;. GDZIE 2!
" e O —
///:,_\
Anzelm medytuje
g | r— nad spacerem muchy
B\ S
—\
T - e

e



Anzelm ustala pozycje przedmiotédw za pomoca swojej gtowy.
Pozycja punktu jest wyznaczana przez trzy KATY : kat nachylenia i
katy azymutalne jego oczu :gi g, . Roznice katowa, (f,- B.) hazywa sie
paralaksa, M6zg Anzelma dekoduje te paralakse i przeksztatca ja

w odlegtosc.

ZANURZENIE

Mucha porusza sie po sferycznej powierzchni
lampy, gdzie jej pozycja ha tej dwuwymiarowe
powierzchni moze byc okreslona za pomoca tylko
dwéch katow : 6, ¢, dlugosci i szerokosci.

Mozna powiedzieé, ze ta dwuwymiarowa
powierzchnia jest ZANURZONA w nasze|
tré jwymiarowej przestrzeni.




Zatdzmy teraz, ze mucha porusza sie po krzywej,
lezacej na tej sferze. Pozycja muchy moze by¢
okreslona tylko przez jedna wspétrzedna (odlegtosé
s od punktu poczatkowego). Krzywa reprezentuje
tutaj przestrzen jednowymiarowa, Ta przestrzen
jest zanurzona w przestrzeni dwuwymiarowej-sferze,
ktora z kolei jest zanurzona w przestrzeni

tré jwymiarowe;.

Podobnie wiec, hasza przestrzen mogtaby by¢é
zanurzona w przestrzeni o wiekszej ilosci wymiarow |

hie mielibysmy o niej zadnego pojecia...
bez metafizyki,

ﬂag;! Teden
’%% wszech$wiat moze |
) _ prosze |
ukrywac drugi...l.

( Wyobrazacie sobie, ze my sie definiujemy w ﬁersTrzeni)

Tylko mi tu

@’% X % ﬁT—\ jednowymiarowe j ? (\L

Y o2

@ mhie to definiowanie wcale nie kreci, @#%%$ !!!D
-
A , |
= o Odlegtodé AC to jeden @
.

A 5

z ¢ |\
i | \\ -
miedzy A i C. _
C X7




Nawet, jesli linka bedzie catkowicie
poplatana to B jest ciagle miedzy A i C

a odlegtos¢ AC to ciagle jeden metr. /
N _ -
K %ﬁc \ |
r . N -~
S AN L

T~

To sugeruje, ze niektore wlasciwosci mogltyby by¢
niezalezne od sposobu zanurzenia.

Oto kilka roznych sposobéw
ZANURZENIA ZAMKNIETE]J
KRZYWEJ w zwykte |
przestrzeni. To ZAMKNIECIE
jest wtasciwosciq hiezalezng,
od sposobu zanurzenia.

Nalezy tylko uwazaé, zeby nie skréci¢ ani nie wydtuzy¢ linki
| nie zmienié ODLEGLOSCI miedzy punktami na lince.
A teraz zrobimy kilka préb ZANURZENIA POWIERZCHNI

w hormalnej trojwymiarowej przestrzeni.

Kiedy ZANURZAMY PLASZCZYZNE w takiej

przestrzeni To mozemy ja przemieszczac |
rolowaé bez zadnych zmian w jej GEOME TRII.
<o




WidzieliSmy wczesniej, ze przeksztatcenie ptaszczyzny
w walec nie zmienia jej geodezyjnych
ani jej katow.

Podobnie, arkusz falistej blachy
zachowuje ciagle geometrie
PLASKA, EUKLIDESOWA.
Mieszkaniec takiej dwuwymiarowej
przetrzeni nia miatby zadnej Swiadomosci o translacjach, obrotach i
falowaniach, ktore sq tylko réznymi sposobami zanurzenia

w przestrzeni tréjwymiarowe .

g g

Analogicznie, nasza przestrzen mogtaby
by¢ zanurzona w przestrzeni o wieksze |

| ilodci wymiaréw i nie mogliby$my tego
zauwazyC. Takie zanurzenie nie zmienitoby

%%' naszych linii geodezy‘jnych; wiec |

naszej percepcji opartej na swietle,

o Cér'e porusza sie po tychze liniach.
J
' W ten sposob moglibysmy sobie

wyobrazi¢ krétsza droge miedzy
dwoma punktami niz droga swmﬂa

Hmm kolego ?
y co tam
kombanJesz'>

@a?n Zanurzenie skorupki)

Juz to wudze,l
Chcesz mnie wrobié¢ w jakie$
sajens-fikszyn |
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Wezmy jakis ptaski arkusz i zt6zmy go na pét :

Narysujmy, na arkuszu papieru, pewng ilo$¢ prostych - geodezyjnych,
nastepnie, pomnijmy go. Widoczne linie, na zagietym lub pomietym

To zagiecie wcale nie
zmienia lini geodezyjnej !
= (=~
N

@ier‘wsza czes¢ tej podrézy to prawdziwa
btachostka, bo nastepna zaprowadzi nas do : /
N

s

i L‘:_'?:: .
ZAKRZYWIONEZ
% I},;:.-' .t T ~ e, -},' ‘et '}'-’ ..fﬂ'l’l.f1':|l-.'
W, I-JJ’I
- & PRZESTRZENIE
0 |
B s - T _— I —_— . -~ . __}'; T e \
e : e 3
A 3-WYMIAROWE¥"
k - i !

o

f.«
A

. N !
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c . 5 W
‘- . '.a."l- F P '.-. [ =4
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o
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-
o
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=
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F
) I‘ ‘
Y
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. —
-

Ja wysiadam !l

S >
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| g\ Pan Lantarlu ? TGk

Ycr'ezen’ru‘je firme EUk|IdA

Wiemy, ze miat pan... pewne...
— .eee... problemy z naszym
E&a materiatem. /

Mam tutaj kilka
nowosci, krére tym
razem powinny
pana zadowolic

TPOJwymlarowa
Widzi pan,
\ geometria

*“"(ﬂ PLYN KOSMICZNY :
KOSMOTEST) Dﬂg

% dwuwymiarowa

jest troche...
/ kpr‘zesmr‘za@
.
Nasz najnowszy sprzet do geodezy jnych...

\/ﬁ .. Skftada sie ze sztywnych
‘ryczek ktore idealnie
\_h
M \

tacza sie ze soba,

:-"""..—

g —— e ——p

’“ﬂnie pozwoli na jakiekolwiek
zboczenie w jakimkolwiek kierunku,

ale zagwarantuje poruszanie sie wytaczhie
PROSTO |




Tutaj farba do pomiaru pola, f | o | I
doktadnie 100 graméw na (Do pomiaru objetosci, uzyje pan
—~x metr kwadratowy. tego gazu, licznik KOSMOTESTU

o

pokaze bezposrednio objetosc.

I prosze pamietaé : powierzchnia
gfer‘y : 4TTL? , a objetosé : 4/3TIL3.

@% 14 * _ /

ﬁelm wyladowat, tym razem,

w przestrzeni 3-wymiaroweyj,

% gdzie bedziemy mu towarzyszyé

w dalszej eksploraci.

O
Ul



éwiefny sprzet,

a kazdy element ma

\doktadnie jeden me
Po jakim$ czasie i po ztozeniu
sporej ilosci elementow...

/
j — Kurde, znowu sie zaczynal

“\v ‘a /

Moja geodezyjna sie
zamyka na sobie samej!

Zamknieta przestrzen 3-wymiarowa /
\ - Moo, SZCZYD / Po positku ha
..-t,.u__;” _ | : : d7i
{ wszystkieqgo przelatujacej asteroidzie
| %‘ nze.lm postanawia
jre owrécié do metody \ pomiaru katow.

Tak jak wczesnie .

% uzyje trzech

.0
72"\ GEODEZYINYCH
,_%\3

¥ .} do konstrukcji
v TROJKATA.

|
Vs N
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Geodezy jne sq Swiethie
dopasowane ale suma moich

trzech katow przekracza IBOy

\\

jedna i zmierzymy jej
powierzchnie i objetosc.

Sfera to zbior punktow w |
odlegtosci L od danego

punktu N.
J A powierzchnia
| mhie jsza ow

datem sie
zrobic w balona.

No to juz objetosd
jest mniejsza od 4/3TTL2.
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- Anzelm zwieksza jeszcze promien sfery...

s TESjD C oo
WKOSMO - #/‘/ (f\g

. )
g / PLASZCZYZNA /| & / ! At

Cos$ takiego |
Mo ja sfera sie... sptaszczyta |

A teraz
jej wklestosc

sie odwraca |
_

1, To ja juz nic
w nhie rozumiem...
e -

Aleona sie ~ i
zamyka nade mnaq | ) @

‘Fggg CHH Ha,,

Po dalszych prébach...




W taki oto sposdéb, Anzelm pompujac
balon w tré jwymiarowej przestrzeni
znalazt sie w jego.. WNETRZU |

7 (.

A gdyby w pore nie zamknat doptywu

gazu to zginat by w $rodku tak, jak wczesniej
zostat uwieziony w ogrodzeniu (str. 13).
Mimo hajlepszych checi nie da sie tutaj POKAZAC KRZYWIZNY

tej trojwymiarowej przestrzeni. Jej geodezyjne zamykaja sie, a

jej objetoéé to tylko SKONCZONA iloé¢ metréw szesciennych.
Podobnie jak zamknieta powierzchnia naszej planety majaca

ograniczong_ ilos¢ km kwadratowych. Suma katéw tréjkata w tej
przestrzeni jest wieksza niz 180° a zeby ZOBACZYC jej krzywizne,
nalezatoby po prostu postrzegac w 4-tym wymiarze.

~
9N
{C:
— (A
Mozemy zawsze stwierdzié, Ze nasz trojwymiarowy WSZECHSWIAT
jest hyperpowierzchnia zanurzong w czterowymiarowej przestrzeni,

ktora z kolei jest zawarta w przestrzeni o pieciu wymiarach, itd.. Ale w
dzisiejszych czasach, opowiadanie takich rzeczy nie wydaje sie taktowne .

QA cata reszta to...
..metafizyka

ili' .ll'-. .
0
*3

1 ";
LA
.. . '.;

i
4
* %:‘.‘ 2LSE

A ja sie zastanawiam,
gdzie my zajdziemy z
podobnymi pomystami ?
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Powiekszajac promien L

na sferze, Anzelm zostat
otoczony przes swoje
ogrodzenie w punkcie S.
Punkt S znajduje sie ha
antypodach punktu N,
ktory jest Srodkiem
budowanego kota.

Tak samo dzie je sie w 3-wymiarowej przestrzeni o dodatniej krzywiznie.

Na dwuwymiarowej sferze, Anzelm znajdzie sie na ROWNIKU kiedy zagrodzi
potowe powierzchni. ROWNIK iIstnie je takze w 3-wymiarowej przestrzeni
HYPERSFERYCZNEJ i Anzelm do niego dotrze w momencie gdy balon wypetni
potowe przestrzeni. Na sferze, koto na rowniku wydawato mu sie byé PROSTA.
Podobnie w przestrzeni hypersferycznej, "balon rownikowy" bedzie wydawat
mu sie by¢ PLASZCZYZNA. Po minieciu rownika wklesto$¢ balonu odwraca sie
i Anzelm zbliza sie do punktu S, antypodalnego do $rodka balonu, punktu N.

Kazdy punkt na sferze ma swdj punkt antypodalny. Tak samo jest w

takze w 3-wymiarowej przestrzeni hypersferycznej, chociaz
jest to troche trudne do zrozumienia... J

g%

To ja juz NIC
hie rozumiem.




//ﬁ Jakigé 3 %/
‘%g %Q Zmartwienia ?

Powiedzmy, hmm...troche mi sie tu pomieszalro.D

- 0. () Mam na imie Zosia, a krzywizny
“\ O wszelkiego rodzaju to

N };/@ e ( ( wtasnie moja specjalnosc.

J Eksploracja hypersferyczna

zawsze zaskakuje na poczatku,

potem stopniowo, przyzwyczajamy

sie... Najwazniejsze to sie
hie zatamywac.

N
N

l




Ale, gdzie jest jﬁhym sie zgodzisz ze\
ery ?

/‘ N s’rqdek tej hypersf mna, ze to koo

//\ reprezentuje zamknietaq,
1 1-wymiarowa_przestrzen,
O

ZANURZONA w
” V@ Ewymiar‘owej przestrzeni,

7N\ wetAszczyzNiE.
_ ( I $rodek kota NIE
=" /' \ U LEZY na samym kole.

i

Sfera to zamknieta, \
2-wymiarowa przestrzen,
" LANURZONA w przestrzeni
3-wymiarowej.
Jej $rodek takze NIE LEZY na |
sferze. On jest w przestrzeni
3-wymiarowej. )

b

2 R
Srodek przestrzeni |

hypersferycznej o trzech

wymiarach mégtby sie znajdowac

w czterowymiarowe

przestrzeni, pod warunkiem,

| ze bytby w niej -

ZANURZONY, itd...




Pamietasz jak przebywa%es'm
dwuwymiarowym Swiecie,
/’% ‘ “ rozptaszczony jak

Eﬁgﬁ,—g obrazek z kalkomanii... y

h~
V> Tu zaczynated wypetniaé
koto, ktore jest po prostu

Jednowymlarowq sfera,

\ W przestrzeni Z-wymiarowej
granica oddziela

R powierzchnie, aw
Q\fg 3-wymiarowej, objetosci.
ﬁ\k

A tu dotarfem do potowy tej )

sferycznej przestrzeni.

W 4-wymiarowej przestrzeni, granica miataby

%gi\g trzy wymiary i oddzielataby hyperob jetosci

o czterech wymiarach.
© To biegiem!
On znowu SWOJel g/\%y 0 '39'@

Zobacz, '|'U'|'ClJ twoje koto, ktdre jest )
"I-wymiarowym balonem", zaczeto pokrywaé
wiecej hiz potowe powierzchni. Zaczeto

takze zamykac sie na tobie, dazac
do punktu antypodalnego S.

TN
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Podobnie, w zakrzywionej 3-wymiarowe | przesfrzeni,\
kiedy wypetnitem wiecej niz potowe catkowitej objetosci,
balon zaczynat sie zamyka¢ nade mna_ i podazat
do punktu antypodalnego.

_

/—\ Bo sfera w tej przesfrzaan\h.
ma, oczywiscie, dwa Srodki,
| ktore sa punktami
antypodalnymi. /

-

W sumie to nie
jestem pewien, co

doktadnie zrozumiatem,

jesli cos$ zrozumiatem...

Bo wiesz, Anzelm kiedy mamy wiecej niz trzy wymiary,
ROZUMIEC to znaczy EI(STRAPOLOWAC

EksfmpoIUJQ
ale sobie sprawy

mezdm - A rysunek to sobie
, sam zrobisz

7&}% ~

I~

b




™~

sfery, duzo matych, 2-wymiarowych wszechswiatow...

Umieszcze teraz, w 3-wymiarowej przestrzeni, 2-wymiarowe j

BV

-

g

a \
Te sfery moga_sie

wzajemnie przenikac.
Ich wspélne punkty bedaq
rozmieszczone wzdtuz
1-wymiarowych két.

Podobnie, kota narysowane na kartce
papieru (dwa wymiary), bedaq sie przecinac
w PUNKTACH.

(Méwimy, ze PUNKT ma wymiar zero).

Mogliby$my wiec uwazac, ze sfera jest
strefa przeciecia sie dwoch 3-wymiarowych
"baniek", zawartych w przestrzeni
4-wymiarowe;.

Kontynuujmy dalej: 3-wymiarowa, zakrzywiona
przestrzen hypersferyczna mogtaby by¢
uwazana za obszar przeciecia sie dwoch
4-wymiarowych baniek mydlanych,
znajdujacych sie w przestrzeni b5-wymiarowe;j.
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Po tym, jak Anzelmowi i Zosi minety zawroty gtowy
wywotane ekstrapolacjami, rozpoczeli eksploracje
nowych 3-wymiarowych swiatow.

Ach, ta dzis%
matematyka... o)

/_‘\( gégéﬂ !li
| Zobacz, to jest
3-wymiarowa tasma
klejaca do wyznacza-
nia geodezyjnych.
Klej jest na

spodzie...
..0CZywiscie. )

_———
[ Nie wyglada na to, zeby R
- geodezyjne Sie zamykaty a
wedtug KOSMOTESTU
: wydmuchana ob jetosc gazu
) - przekracza 4/3TTL3.

_ . o | X
$\v® _ Powmrzchma{ Jes’rfwlgksza od 4TTL
~z /- a suma katéw tréjkata,

tym razem jest
* mniejsza od 180°.

ﬂomnij sobie
strone 23, znowu

jestes w przestrzeni
. o UJEMNEJ
krzywiznie.




VS

Wiele rzeczy moze sie wydarzyc w .

przestrzeniach 3-wymiarowych. Tak \
samo jak na powierzchniach, krore sa przestrzeniami 2-wymiarowymi.
Wiec, kiedy suma katow TROJKATA przekracza 180°, mowimy, ze
krzywizna jest dodatnia. Jesli zbudujemy sfere o promieniu L, to
KOSMOTEST wykaze ob jetosc mniejsza od 4/3TIL® a powierzchnia
bedzie mniejsza od 4TIL% Ta przestrzen HYPERSFERYCZNA zamknie
Sie ha samej siebie. W przypadku odwrotnym, tzn. przestrzeni

o krzywiznie ujemnej, przestrzen sie nie zamyka i rozciaga sie

w nieskonczonosc.

_/

Ale gdy suma katow réwna sie 180°,
to przestrzen jest po prostu

przestrzeniq euklidesowa,

C tylko tyle 9&‘@
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PRZESTRZEN MUST BY(
OTWARTA LUB ZAMKNIETAI

Zdaje mi sie, ze teraz juz

wszystko rozumiem, przestrzen
o dodatniej krzywiznie

zamyka sie na sobie same;.

W przypadku ujemne;
krzywizny lub przestrzeni

euklidesowej, nie zamyka sie
i jest NTIESKONCZONA.

O NIE, Anzelmie,
Swiat geomeftrii jest o wiele
bogatszy niz ci sie wydaje |

*8
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2?77

/
N Co sie dzieje A ﬁ 1
5’%@ i gdzie ja do ‘ 3%
| - . : u A
2 ( A‘{ diabta jestem? E =
(. | |
|31 | L , ‘o
- YT .
] %l__ )
—
Lo o |||pee
y fg_ / K T
4 |
z:, Q\L ./__—h
. — 71

/
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G:ak wtadnie, Anzelm znalazt sie w \ Q
3-wymiarowej przestrzeni cylindrycznej.

I chociaz jest ona euklidesowa i nie I KKK
posiada krzywizny (suma kafow troéjkata

réwna sie 180°) to zamyka sie ha |
Qbie same. J
:l : !'E; .

_
e
e

% (//‘f " 2" No, dobrze, éwiaty
Sl 7 sferyczne, hyperboliczne,
~ 2—=Z| cylindryczne, chyba juz
S wszystko widzielismy,
o T T
= Tak mys’@
N\
Powrdémy na chwile do
dwoch wymiardw.
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L s

|

WEWNATRZ NA ZEWNATRZ

Drogi Anzelmie,

Przesytam ci oswojonego i fresowanego $limaka.
Jesli mu zastonisz oczy, to on nie zboczy ani

w prawo, ani w lewo, ale wyznaczy ci

idealng GEODEZYJNA..
% Zosia

W sumie, podazad prosto
czy najkrotsza droga to
jedno i fo samo.




T T e T T T e e e e e T e e e b e e T T e I s

Suma katow 180°
To co$ euklidesowego,
pewho znowu sztuczka

h h “__Z cylindrem!
TN R N
__ .
rﬁib \ l 32 <
/\#@} ] A
Ale raczej nie.. . ; @

To sie zamyka,
tak, jak wczesnie;

B - Te _— -

ﬁz wy jashiam : tym razem Anzelm \

; zhalazt sie w 2-WYMIAROWEJ PRZESTRZENI

é NS e - NIEORIENTOWALNEJ]. Najlepiej znany przyktad
' takiej przestrzeni to wstega Mobiusa (1830).

=
) ngom hie udato sie jej odkryé, chociaz

mys$leli prawie o wszystkim.

=)
@s— iu zablerz mnie s’rq)

/
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Narysujmy koétko i oznaczmy je arbitralnie strzatkami. Teraz wyobrazmy
sobie, ze jest to mata kalkomania, ktéra mozemy dowolnie przesuwac po
powierzchni. Jesli to kétko powrdci identyczne, to méwimy, ze powierzchnia
jest ORIENTOWALNA (np. sfera, walec, ptaszczyzna, etc..).
Ale jesli przesuniemy kalkomanie po wstedze Mobiusa to
bedzie to wygladato catkiem inacze;j :

T A

Za kazdym okrazeniem tego
2-wymiarowego $wiata,
kétko zmienia orientacje. |

)_' I

Sprébujciea %}c -
Gbaczycie ! /\7 %7;?
Wstegi nie mozna pomalowaé

na dwa réozne kolory, ona ma tylko jeden
bok, jest JEDNOSTRONNA.

| Anzelm postanowit wbi¢ gwozdzie,
@ zeby odréznié wewnatrz
od zewnatrz.

I mozna ja. obszyéjédnym ciagiem.
Co okazato sie kompletng klapa, bo @ i
ws‘rqga hie ma.. gN\MM!l nedza,, ﬂ‘
O
e i .\.
- ~0 / T \
« T 208
Q gt \K

- |
ani strony )ﬂs > zewnq’rrzne J!
wewnetrzne

——




ﬁébu‘jmy ja
Hzeciqé na pot

tatwiej powiedzieé niz
zrobié, moj drogi.

= No to jak to zrobic, zeby jq
AN przecia¢ na dwie czesci ?

Proste,
thiesz ja na
trzy |

ffauwazcie, 7e \
‘Ito co$ stato sie

@/us’rr‘onne. X )

* / “““liililﬁilnm...n' ~ } : :. :
Nt Iﬁzm“! L T TR

L

1
LA R

7 A tu prosze
zauwazycé, pierwszy element (biaty)
jest jednostronny a drugi (szarawy),
dwustronny i dwa razy dtuzszy

od pierwszego. -~

Czuje sie troche
hieorientowalnie.
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Po tej przechadzce po wstedze Mobiusa wracamy do
3-wymiarowych powierzchni euklidesowych (bez krzywizny).

ORIENTACJA Kiedy przegladam sie w K
PRZESTRZENL: | 2% movc e e

) moja gtowa nie zamienia sie

\7~' miejscem z moimi stopami ?..
ﬁ Z /

[ O\ _ \_\“\E I skad wiedziec, ze to napra-

_ 7 wde ja, a nie moje odbicie ?
\ N T
N A SN
A AN
S
PRAWA ?

TS S

2R ¢

To przeciwienstwo LEWEJ i vice ver@

/{Gr‘un’r, to nie zboczyé )
Z prawej drogi...

oo

S

Halo, halo, a powiedz kolezko, skad
wiesz, ze twoja skorupka kreci sie

‘\ w odpowiednim kierunku ???

Sprytnie..bo gdyby tak sie nie krecita,
to krecitaby sie na odwrét |

56



Idzmy za Anzelmem w jego eksploracji nowego 3-wymiarowego
Swiata euklidesowego.

Unosi sie tu jakas’\

dziwna atmosfera w
te) przestrzeni,

to nie wrozy
nic dobrego.

Co robi Zosia ?
Bylismy umowieni na

A, znowu hadchodza
te obtoczki, a ja

@o"_ro/ ? Prosze sie pokazac}

e _
S e O

l




—
%ﬁ% > [/ Zrobie kilka

i) pomiarow.
g
(T

v S Q 8

S TACS
D

CW
+ILa k .' :
4

powierzchnia 4
ok, wraca jmy.

Super |
idze mojag butel

PROSZE UWAZNIE
SPOJRZEC




No...

$redniej jakosci rose de

A korko
ma ?

= Provence, 'I'r‘udnj

=

WSZYSTkle rybki $piq

w jeziorze...tiu rara F/

AN

"

— e

ie zauwazytes niczego
dziwhego ?

e
R

H’/Nle naljepie 7
kyglqdasz i tyle. ,

[ f\‘

Y.

Zalecam wodosiarczyn parmezanu

dwa razy dziennie... ([ Siema,
%’L\ koleé

ﬁ(fos mi schr'zcml’r korkocqu jakis
kangur pijaczyna wyduldat moje

wino, co to w ogdle ma byc ?ll
N\

y

@
S

PROSIMY JESZCZE RAZ O
UWAZNE OGLEDZINY KORKOCIAGU

; \/f (/

‘fzﬁ;ﬁﬂf

J
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Wstega Mobiusa (2-wymiarowa przestrzen
nhieorientowalna) posiada wiec, swéj odpowiednik
3-wymiarowy. Na wstedze, kalkomania zmieniata
orientacje po "okrazeniu" tej przestrzeni.

a —
j W

O = |

Zob. strona b4

v g 820
N4 T=1 2

Zauwazmy, ze te przedmioty sq "odzwierciedlone". Korkociag

i nawet sam Anzelm, moga by¢ uwazani za "3-wymiarowe kalkomanie".
Za kazdym "okrazeniem" przestrzeni, orientacja przedmiotu,
odwraca sie.

A poniewaz ciagle towarzyszymy Anzelmowi w jego eksploracji, to
normalnym jest, ze widzimy, tak jak on, "odzwierciedlenie" butelki |

| korkociag skrecony w anormalnym kierunku. Drugie "okrazenie" tej
przestrzeni pozwolitoby nam zobaczyc¢ pierwotna postaé przedmiotow

(pod warunkiem, ze zostatyby na miejscu).
=

Anzelm i kangur ( z gatunku antypodalnego )
. znajduja sie w tym samym Swiecie ale rézniq
. 2208 sie pod tym wzgledem, ze to, co jest normalne

DE 30 SR : ¢
ROV ——-> swvogd 1 Na miejscu dla kangura, jest odwrécone dla

Anzelma i vice versa.
— C:j
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Wszystko sie wali. Nie ma juz ani
ha prawo, ani ha lewo, ani normalnego,
ani odwrdconego. Do czego to prowadzi ?

Jaka droga powinienem iS¢ ? j

Trzeba i$¢ za geodezy jnymi,
za geodezyjnymi twojego zycia,
Anzelmie.

A mnie nikt nie wmowi,

% 7ze wszechswiat jest tak

zwariowany, to jest jakie$

(&‘\/ matematyczne delirium.
)
e T —
)t/ . A|f3 PO CO | -
_F‘_/,--—*’ (T Z sie w ogdle tym przej- N

7!; ~ qowaé ? I tak jest przeciez

oczywiste, Ze przesirzen

P | @T euklidesowa(™). x

X
o) == .

/ h =7 N (*) Opinia wygtoszona w 1830 pr‘zez\

/ /\A -"";‘ \ Ostrogradzkiego, profesora matematyki
/ :&4& Petersburgu, po przestudiowaniu prac
&, . . .
_Riemanna i tobaczewskiego. J
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Zaotdzmy, ze wszechswiat nie jest
taki na jaki wyglada. Wyobrazasz
sobie, zeby tak uczyli w szkole;y

A po za tym, to co naprawde ‘f

sie liczy, to nasza rzeczywistosc.

A COdZi enne 2YCie w I"ICISZEJ pl"ZEETI"ZEﬂi toczy sieniezaleinie

1 B>
‘>"’~f_ RNy

(al
D xm

Ga MUSZE to wyjasnic | |

PR aa TN

//o bierzmy

sie do roboty.

- Halo. )&
@"u kto$? \*::
AN




ooto wsz=echswiat bed=ie miat
krzywizne ujemna i bedzie sig
rozciagat w nieskornczonose. ..

..ale jesli ta gestosc
jest wieksza niz
10" gr na cm’...

to wszechswm’r dezle

N hypersferycz i zamkniety... |
wﬁ\ ‘/
LS ZVLU\'\

2
'lF ‘E:. 7
-

o).

= - “Pan profesor
ﬂ gdy ng’rosc bedzie réwna Cinstein 2
10° gr na cm’, to wszechswiat
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