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§ 16 MESURES SUR UNE VARIETE

VARIETES COMPOSEES :

Nous allons donner, dans ce chapitre, une plus grande extension 4 'la
notion de variété ; ceci, par les conventions suivantes :

‘

[ . Nous noterons R ’ensemble composé du seul nombre 0;

Les deux parties de R (R® et la partie vide) seront dites ouvertes ;

Une application 4 de R & R® sera dite différentiable si elle est définie
sur un ouvert; si x'gdef (4), on définira D(4) (x) comme Iapplication.
(unique) de R”sur R®; ‘

Toute application 4 de R®a R" sera dite différentiable; si x e def (A),
| on notera D(4) (x) l’apphcatlon pulle de R 4 R™.

Soit ¥ un ensemble ; F une application.

On dira que F est un systéme de coardonnees de ¥ ¢’il existe un entxer n.o.
(n=0,1,2,..) tel que: : :

F est une application de R" a V

F est régulier;

def (F) est un ouvert de R™.

11 est clair que P'entier n est complétement défini par F; on I'appelle

| dimension du systéme de coordonnées F.

‘Avec ces:conventions, les définitions suivantes du chapitre I peuvent
encore s’appliquer, avec un sens élargi :

~— systémes de. coordonnées cohérents (1 .5);
— atlas (1.6);
— cartes (1.7);

on appellera encore variété tout ensemble ¥ muni d’un atlas — la structure
de variété étant définie par ’ensemble de toutes les cartes (qui est encore
un atlas) — on pourra aussi étendre les notions suivantes :

— ouvert d*une variété (1.13),

—. application continue (resp. différentiable) de variété i variété (1.15)
(resp. (1.18)),

— ouverts connexes, composantes (1.48), (1.49).
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Mais il faut modifier la notion de dimension ; on voit en effet que :

Si V est une variété, x un point de ¥, toutes les cartes Ftelles que x € val (F)
(16.4) | ont méme dimension (16.2) n; ce nombre s’appelle dimension de V au
point x. ' :

(16.5) On dit qu’une variété ¥ est pure si sa dimension # est la méme en tous
" les points; n s’appelle alors « dimension de ¥ ».

(16.6) — Les/variétés.qui ont été étudiees jusqu’ici sont donc les \}ariétés
pures de dimension > 1.

“(16.7) — Si V est une variété pure de dimension 0, toute . partic de ¥ est
ouverte (1). e '

-

(16.8) — Une variété qui n’est pas pure sera dite composée ; ce qui s’explique
par le théoréme suivant :

(16.9) [ Soit ¥ une variété ; pour tout entier n > 0, désignons par V, I'ensemble
(éventuellement vide) des points x de ¥ ou la dimension est égale & n.
- Alors :

. - h ! ‘o
V, est un-ouvert de 'V, et posséde (au sens (1.39)) une structure de variété
pure de dimension n. S : ’

-

— On vérifie, en effet, que ’ensemble des cartes de V dont la dimension est n
est un atlas de ¥, et lui confére donc une structure de variété pure de dimension n.

(16.10) On int que les ¥, forment une partition de V en ouverts disjoints ; il en
S résulte immédiatement que les composantes connexes de ¥ (1.49) sont
contenues chacune dans I'un des V,; une variété composée a donc au

moins deux composantes.

— Réciproquement, si on-s’est donné des variétés pures V;, de dimen-
sions respectives nj, deux 4 deux sans point commun, on donne & leur
réunion V¥ une structure de variété en appelant carte de V toute carte de
I'une des ¥;; V sera une variété composée si les # ; e sont pas tous égaux.

(16.11) Ces resultats raménent donc I'étude des variétés au sens généralisé (16.3)
a celle des variétés pures (16.6), (16.7) ; la nouvelle définition — que nous
adopterons désormais — n’apporte donc pas de résultats mathématiques

. nouveaux, mais des facilités de langage pour I'étude qui va suivre.

M On exprime ce fait en disant que V est un espace topologique discret.
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ENSEMBLES COMPACTS

"+ DEFINITION, THEOREME
Soit V-une variété; & une partie de V.

— On dit que @ est Jermé si le complémentaire de & dans V est ouvert.
— Vetla partie vide de ¥ sont fermés. - -

— La réunion de deux parties fermées de V est fermée.
~— Toute intersection de parties fermées de V est fermée.

La vérification est immédiate (voir (1.14)).
DEFINITION

[ On a}?pelle Jermeture (') d’une partie @, d’une variété ¥ I’intersection’
des parties fermées de ¥ qui contiennent D, :

1 résulcte immédiatement de (16.12) que la fermeture de &, est Je plus
petit ensemble fermé contenant D,.

— Dans le cas ¥ = R” la fermeture & d’un ensemble @, peut se carac-
tériser comme suit : : :

[xe @] < [toute boule de centre x rencontre @,] .
DEFINITION
[ . Soit ¥ une variété séparée ; K une partie de V.

— On(appelle recouvrement de K une famille d’ouverts Q GeDh A
- dont la réunion contient X : : ’

Viel:Q,c v, Q; ouvert K< U g

Jjel

— On dit que X est compact si tout recouvrement de K contient un
| recouvrement fini.

6 17) Il est clair que toute partie Jfinie de V est compacte;; que la réunion de

deux parties compactes de ¥ est compacte.

" Une varié¢té ¥ (considérée comme partie d’elle-méme) peut &tre compacte
. (exemple : une sphére S,) ow non (exemple : un espace vectcriel).

(%) Synonyme de fermeture : adhérence.

(*) Rappelons que Vensemble d’indices [ est quelconque, donc pas nécessairement fini ou

dénombr.able. 1-est clair que toute partie de ¥ posséde un recouvrement : Pensemble des
ouverts, indexés par eux-mémes. '
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On tontre les théorémes suivants :
Si V est une variété séparée, K une partie compacte de ¥, K est fermée.

Soit K une partie de R"; alors :

[KA compact] <> [K fermé et borné] Q) (Borel-Lebesgue) .

Soient ¥, ..., ¥, des variétés séparées; si on a

K; = partie compacte de V; Viell,2,...,n]

le produit direct K = K; x K, x - x K, est une partie compacte de la

| variété produit V.=V, X = X V,

Soient V et V' deux varlctcs separees, K une parue compacte de V,
A une application continug de K dans V' (Définition (1.15)).
Alors 'ensemble de valeurs de A est une partie compacte de V.

- | Sideplus 4 est injectif, 4 ~* est continue.

En'appliquant ce théoréme au cas V' = R, on voit facilement (grice
a (16.20)) que toute fonction réelle contifiue sur un compact K est bornée
. superzeurement et inférieurement - ;

Ja,beR [a\f(x)<b VxeK]

et quelle atteint effectivement ses bornes : -
Ixg, X1 € K5 [fxo) < f(x) < f(x1) VXEK]-

— Une partie K d’une variété séparée V' est dite relativement compacte
si la fermeture de K est compacte (%) ;

Toute partie d’un ensemble relativement cornpact est relativement
compacte ; toute variété séparée V posséde un recouvrement Q; tel que
L les Q; soient relativement compacts A).

DEFINITION, THEOREME

Soient V¥ et V' deux variétés séparées.

Nous dirops qu'une application 4 de V & V' est étalée si 'image réci-
proque par A de tout ouvert relativement compact de V' est un ouvert

relativement compact de V.
Si A est étalée de V & V7, def (4) est un ouvert de V'; A eést continue.

¢

L Sidestétaléede VA V', B etalee deV'aV" B.A est étalée de Va V™.

Vérification immédiate.

(*): On dit qu’une partie de R" est bornée si elle est contenue dans une boule.
(*) Exemple : une partie de R" est relativement compacte si elle est bornée (voir (16. 20)).
(®) On énonce ce -théoréme en disant que ¥ est localement compacte ; diverses notions
que nous allons étudier sur les: variétés séparées. peuvent s’étendre aitous les espaces topolo-
. giques localement compacts (voir Bourbaki, Intégration; Naimark @ : Normed Rings).
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ESPACES DE RIESZ

_ DEFINITION
On dit que E est un espace de Riesz si :

1) E est un espace vectoriel réel,
2) On a défini dans E une.relation d’ordre > () :

_ X>Y,Y>Z] > [X>Z]
¢ X>Y,Y>X] & [X=7]
3)On a
[X>27Y] < [X-Y2>0]
[X>0530 (réeh] = (x>0 (.

4) Tout couple X, Y d’¢léments de E posséde une borne supérieure
sup (X, Y), élément de E tel que

Z>X

>
ZzY

= [[Z>sup (X, 1)]].

— On vérifie facxlement que la borne supérieure sup (X, Y) est entze-v.
rement définie par la relation &d.

— Dans tout espace de Riesz, on vérifie immédiatement les relatlons
X=27Y] « [-Y2 - X]
[X20,Y>20 = [X+Y>0].

Il en résulte que tout couple X Y posséde une borne mfeneure inf (X 'Y )
caractérisée par (°)
Z<X '
Z<inf(X,Y
Z<v [ X, 7]

et que I'on obtient par la formule

inf(X,Y)=—sup(— X, - Y)

(*) Une relation s’appelle relation d’ordre si elle vérifie O ; on n'exige pas que tout couple X N
Y vérifie 'une des relations X > Y, ¥ > X,

(%) On dit que X est positif si X > 0.

(*) On- écrit bien entendu Z < X pour X > Z.
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/

Si X est un élément d*un espace de Riesz, on pose :

X* =sup (X, 0) X= sup (— X, 0) | X|=sup (X, — X) .(1)

on établit aisément les formules :

X=X*-X" | |X|=X*+X"

|sX|=|s||X| | VseR

| X+X|<|X]|+] Y|

.o
e

[1X|=1Y||<|X~7Y]

sup (X, ¥) =4 [X + Y + | X - Y]]

DEFINITION, THEOREME
Soit £ un espace de Riesz, E” un sous-espace vectoriel de E.

1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) [X,YeE]l => [sup(X,Y)eE].

b [XeE] = [X*eE1.

o [XeEl = [|X|eE].

2) Lorsqu’elles sont réalisées, nous dirons que E’ est un sous-espace de
Riesz de E; E’' est alors un espace de Riesz pour les opérations induites.

Vérification immeédiate, 4 I'aide des formules (16.32), (16.37).
DEFINITION, THEOREME

Soit E un espace de Riesz; un élément & du dual E* de E (%) sera dit
_ positif si

o X >0 = [&X)=>0]

(*) Ces formules s’appliquent en particulier & I’espace de Riesz E = R ; mais il faut se

souvenir, dans le cas général, que | X | (« valeur absolue de X ») désigne un élément de E, .

non de R.

(®) E* est par définition ’ensemble des applications linéaires de E dans R, appelées aussi
formes linéaires de E. . o
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on appellera mesure de E les éléments de E* qui sont différence de deux
éléments positifs.

L’ensemble E’ des mesures de E est un Sous-espace vectoriel de E* ;
E’ est lui-méme un espace de Riesz, tel que

- deE* PeE’
RV, - .
| - @ positif =20
Le lecteur trouvera la démonstration dans N. Bourbaki (Intégration),
ainsi que celle de la formule ‘ - ‘

X20 = |&](X) = sup &(F) VoeE' .
. [Ylsx

THEOREME

[2l< o, |XI<X | = | |o0)]< o'(x7)

On a d’une part

, YUY —1SI(XN)=[2 - JX)+ | S|(X" ~|X)>0;

- d’autre part : . ’

| e@X) | = |[e* - 871 (X* — X7) | = |[0*(X*) + &-(x )] :
— [T+ TN <[8Y + OTI (X 4 X) = || ( X))

- C.QED.
MESURES

DEFINITIONS

'

[ Soit ¥ une variété séparée. Nous désignerons par ®(V) I’ensemble des

applications continues de ¥ .dans R (« fonctions continues sur V»). Si

".f € €(V), on appelle support de. S 1a fermeture de I’ensemble des points x
tels que f(x) # 0.

Nous appellerons (V) I'ensemble des éléments de % (¥) dont le support
| est compact. :
- THEOREME

[ . @(V) est un espace vectoriel ; si I'on pose [Vf, ge {(2)!

[fzgl < [f)=g9(x) VxeV]

‘K(V) devient un espace de Riesz.
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(16.44)

 (16.45)

" (16.46)

16.47) [

(16.48)

(16.49)

(16.50) [

Mesures

La vérification est immédiate, et conduit aux formules suivantes :

f'+ ® ={_f(x) si ﬂx)i 0 {—_'f(x) si £(x)

ST <0
0 si Y9 <0 =0 si f(x) >0

1/1@ =@ | ¥

sup (£,9) (%) = sup (£ (x), 909) = 4L/ () + ¢() + 1 /() — gx) [1 | Vx

— Comme le support de | /| est égal & celui de f, on vérifie immédia-

tement (grice a (16.38)) que ’
A (V) estlln sous-espace de Riesz de 4(V) .
On démontre le lemm; sﬁivant (Urysohn) :
Soit K un compact d’une variété séparée V. Il existe fe A (Y).,tcl que
O<fx<t VxeV]; [f=1 VxeK]
et le résultat plus complet suivant (*) :

Soit ©; un recouvrement fini d’'un compact K ; il existe des f; différen-
tiables sur V tels que

’

20| v

support (f}) = &; . \/)

T <1 [Z_ fix) = 1 Vxek

DEFINITION

On appelle mesure d’une variété V (supposée séparée) toute mesure de
Pespace de Riesz (V) (Définition (16.39)).

En d’autres termes, une mesure y sur V est une Jforme linéaire sur ’espace
vectoriel des fonctions continues d support compact de V, qui est soit positive,
soit différence de deux mesures positives. Lo :

On démontre le théoréme (2).

(") Voir Bourbaki, Intégration, chap. IIl ; L. Schwartz, Théorie des distributions (Chap. 1).
(®) Voir Bourbaki, Intégration, Chap. III. !
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4 1

- Soit V une variété séparée ; u une forme linéaire sur X" ).
Les. propositions suivantes sont équivalentes :

51) 1) p est une mesure. }
2) Pour tout compact K, il existe un nombre M tel que

O [N <MISI s fea®), swpport(NeK ()

qui fournit donc une nouvelle définition des mesures de V.

— Les mesures de ¥ forment un espace de Riesz (Théoréme (16.39));
4 toute mesure x on peut donc associer les mesures positives wrou s, luls
on peut appliquer les formules (16.40), (16.41); soit :

53 =0 = [lul(f)=|;ggu(g)] fge W)

Dei<w, LFI<fT = [N <w(

— Si f, gce @(V), nous désignerons par f x g leur produit ordinaire

[f x gl(x) = f(x) Q(X) YxeV.

1l est clair que f x g € €(V); cette opération x donne A €(V) une
structure d’algébre commutative A.

— Soit x4 une mesure de ¥, f une fonction continue sur ¥'; nous poserons

Vge A V).

e x f1(g) = (f x 9)

On vérifie aisément que u x f est encore une mesure, appelée produit
de la mesure p par la fonction continue f; u x f est positive si u et fsont -
positifs ; I'application (g, f) > x f est bilinéaire et associative (a
droite) on dit que 1’algef,bre‘ G(V) opére sur I’espace des mesures de V.

Théoréme (notations (16.56)). ‘

6.58) lpx fl=lulx|fl

Utilisons la formule (16.53); on est ramené & montrer, pour tout g > 0 dans
A (V), que les nombres ’ .

X =supuk), X = sup p(k)
kel kel

(*) La notation || f || est définie ci-dessous en (16.110).
- (®) Cest-a-dire : I'opération x- est bilinéaire, associative (et commutative).
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Fig. 16.1.

(16.59)

sont égaux, les ensembles I et J* étant donnés par

v kell < [BheA(V), 1hl <g k=1 x k]
kel'l < [Kex(¥), Ik'Islflg]-

— Il est clair que I = I', donc que X < X',

— Soit d’autre part X le support de g, M le nombre associé & 4 et K par la for-
mule (16.51 )

'V e, swport®) <K, (9| <4 Vx] = [luD| < Mi].

Si ¢ est-un nombre positif, désignons par ¢ la fonction continue dont le graphe,
donné par la figure (16.1), est composé d’un segment de droxte et d’un morceau
d’hyperbole ; pour tout &’ € I', posons

" h(x) = k(x)(o(f(x)) k=fxh, I=k—k.
On vérifie facilement que,he H(V), |h| <g, donc que k e1; par suite
| uk) | < X'; d’autre part que
) #0] = [1-/@e(fGN#0] = [Ifx)]<e] =
» [0 | < | K@) | < |f&) |9(x) < 2]l g )l (notation (16.1100));
comme /€ X'(V), et support /) < K, il résulte de < que || <eM|gl; d’ou

W) = ptk) +p(l) S X +eMg; X' < X +eM | g|; ¢ étant arbitraire, on a
donc X' = X.

C.QF.D.:
o(s) 1 — sols)
1/ = " 1
|
— &
H ; d —-¢ | &
]
| 1
—41/e

PRODUIT TENSORIEL DE MESURES

_THEOREME

Soient ¥ et V' deux variétés séparées ; u et i’ des mesures de Vet V" res-
pectivement.

Il existe une mesure de ¥ x V', appelée produit (tensonel) de uet i,
notée u @ y', définie par

& [u®u’](f)=u(xt->u'(x’l->f<x>)> Vfe A (V x VY.
. x1 |/ . :
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— Ce théoréme contient implicitement les résultats suivants : ¥ x V'
est une variété séparée; si fe A(V x V'), et si x e V, I'application
x
x'f ) appartient & X°(V') ; de méme ’application -
xl

o)

. appartient a o (V). Le lecteur trouvera I’ensemble des démonstrations

dans Bourbaki.

THEOREME
k=20u>0 = [u >0].
~ Trivial. _
Un simple calcul donne le théoréme suivant :-
L’opération ® sur les mesures est bi-linéaire et associative.

La vérification de I’associativité conduit d’ailleurs a la formule

P
W W) =plxb p|x b p x> fx
xll

— Si g'e 4(V), g' € €(V"), nous poserons

6 ® g1 (:) = 909 g'(x")

il est immédiat que

k®ul(g ®g) = ug) w'(g") Vg, g’ e (V)

.

- pour toutes mesures u et u’' de ¥ et V'; réciproquement, on démontre

(voir Bourbaki) le théoréme :

La seule mesure vde V x V' yériﬁani :

Mg®¢) = ua) K(g) VgeA(V), Vg'e X (V)

est égale au produit tensoriel u @ u'.
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On en déduit aisément la formule

asey [u®u'](<x,)l—*y)=[u'®#] ((x)wy)
o _ X X

. x
~valable si p et u’ sont des mesures et si l( ) Pyled(V x V).
) . x' .

On notera aussi les formules :

(16.67) | exf1® W ><f’J—-[u®/1']><[f®f] Vi.['e €(V)
(16.68) lh@u'|= lul®TﬂI
(16’. 69) support (4 @ u') = support (1) x support (u') (voir 16.102)

3

EXEMPLES DE MESURES

Soit V une variété de dimension 0. R
Comme toute partie de V est ouverte (16.7), on vérifie facilement que ¥
est séparée; que toute application de ¥ dans R est continue; que tout

de V dans R nulles en dehors d’un ensemble fini. On peut donc, pour tout
g € A (V), définir un nombre I(g) par la formule

¢ Kg)= Y o).

xeV

mesure de V est de la forme
VA - Ixf fegW). n

— Soit A une fonction non decrozssante sur R; on- peut montrer, si
fe A(R), que la somme

Z f(xj) [A(xj-i- 1) — "L(xj)] »

ou les x; sont des nombres croissant avec leur numéro j, qui encadrent e
support de f; a une limite S'lorsque le plus grand des x;, ;y — x 5 tend vers 0 ;

compact de V est fini; donc que #'(V) est 'ensemble des applications

On vérifie immédiatement que 7 est une mesure positive de V', que toute
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cette limite, appelée intégrale de Stieltjes, se note
+ o
I S (x) da(x)

on vérifie facilement que f 1> S est une mesure positive sur R; on peut '
montrer réciproquement que toute mesure positive sur R est obtenue par .
ce procédé, a I'aide d’une fonction non décroissante A ; on obtiendra donc )
toute mesure de R au moyen d’une intégrale de Stieltjes comportant une*
fonction A qui est différence de deux fonctions croissantes (« fonction &
variation bornée »). K

En particulier, on définit la mesure de Lebesgue de R, I, par la formule

1) =J Tr@dx | vea®

c’est évidemment une mesure positive. i

— I'étant la mesure de Lebesgue de R, le produit tensoriel I, de n mesures
égales a I est une mesure de R", encore appelée mesure de Lebesgue, et -
définie par

l +w +o +o 1x
I",;(f);J d‘xj dz)q...J dnxf|... Vfe H(R").

- - - Tx

Le théoréme (16.66) permet de. changer arbitrairement Iordre des
intégrations; on emploje souvent la notation suivante pour I'intégrale
multiple 7,(f)

Jf(x)dlxdzx...d"x .

— Soit ¥ une variété séparée, a un pomt de V. On appelle mesure ‘de
Dirac au point a la mesure §, définie par

8N =fl@ Yfex (V).
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— Soit 4 un homéomorphisme (') d’une variété séparée ¥ sur une
variété V'*; on vérifie immédiatement le théoréme suivant -

Si p est une mesure de V, il existe une mesure 4 *(u) de V*, dite image
de p par A, définie par

AT (f*) = u(f* o 4) Ve (V.

Nous étendrons cette notion 4 un cas plus général (ci-dessous (16. 149)). W’

’

X x
Exemple : L’image par | |
) x’ x
au’ @ u(notations (16. 64)); c’est une fagon de formuler le théoréme (16. 66).

-

de la mesure u ® p' est égale

MESURES COMPLETEMENT CONTINUES

DEFINITION

k]

Soit E un espace vectoriel de dimension n;on appellé densité de E toute
fonction ¢, définie sur I'ensemble des bases de E, et vérifiant

P(S. M) = o(S) | dét (M) |

pour toute base S et toute matrice M € GL(R").

On vérifie facilement que les densités forment un espace vectoriel de
dimension 1, qui est méme un espace de Riesz : @ est positive si o(S) = 0 VS

Soit ¥ une variété pure, séparée, de dimension # (n. > 1); soit x> @
un champ de densités.de V (si x € ¥, @ est une densité de I’espace vectoriel D,
tangent & ¥ en x) ; supposons: que ce champ soit continu (c’est-d-dire que
la correspondance & > (D(F) (£)) soit continue pour toute carte Fl¢ b x]
d’un atlas ; cette propriété ne dépend pas du choix de I'atlas) ; nous allons

"associer & ce champ une mesure i de V.

Supposons d’abord que f soit une fonction réelle sur ¥ dont le support,
compact, est contenu dans I’ensemble de valeurs d’une carte F [€ - x];

“posons (%)

W) = f f(xm(g—g) digd2e .. dm;

(*) Cest-a-dire une bijection continue ainsi que son inverse; exemple : un difféomor-

phisme.

'(®) On calcule intégrale dans R" en prolongeant f(x) par 0 en dehors de I’ensemble de
définition de la carte (voir (16.100)). :
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la « formule de changement de variable dans les intégrales multiples »,
exprime que cette intégrale ne dépend pas du choix de la carte F, ce qui justifie
‘la notation u( f).

Soit maintenant 4 un atlas de ¥, f une fonction continue & support

compact de V. On peut démontrer (*) que I'on’ peut mettre f sous forme
d’une somme finie

chaque terme f, étant une fonction continue, dont le support, compact,
est contenu dans 'ensemble de valeur de I'une des cartes de I’atlas ; on peut
vérifier que 1a somme 3 u(f;) (*) ne dépend ni du choix de I’atlas, ni de

J
la décomposition (16.81) ; on pourra donc poser

wf) =2 u(f)

définissant ainsi une fonction p sur (V) il est immédiat que y est une
‘mesure de ¥, positive si ¢ est positive (%) ; réciproquement, si u est positive,
on peut montrer que ¢ = 0 Vx (*); en résumé :

--Soit X = @ un champ continu de densités sur une variété pure séparée V;
il lui correspond une mesure pu de V, caractérisée par la formule (16.80),

valable chaque fois que le support de f, compact, est contenu dans I’ensemble

.de valeurs d’unecarte ¢ ~ x; nous noterons
. ¥4 .

4 <>  ‘#(f)=_[ 1) (dx) .

On a ;
Q@

— Une mesure u sera dite complétement continue (%) si elle est définie
‘ainsi a laide d’un champ continu x ¢ de densités; il est clair que la
correspondance [x > @] > pest linéaire ; il résulte évidemment de (16.83Q)
-qu’elle est réguliére.

k>0 < [p=0 vx.

() Appliquer (16.16) et (16.49). :

(®) Dont chaque terme est défini par la formule (16.80).

‘(%) Voir (16.49) et (16.81). .

(*) S'il existe un Xg Ol ¢ < 0, on peut trouver un ouvert £ tel que xpefxeQl=[p < 0]
“(&.cause de la continuité de x ++ @) ; on peut trouver un fe #(V), ayant son support contenu
“dans Q et dans I'ensemble de valeurs d’une carte, fel que f > 0 et f # 0; on vérifie (3 I'aide
"de (16.80)) que u(f) < 0, d’otr contradiction..

(%) On étend parfois ce terme & tous les éléments de L'(¥) (ci-dessous (16.129)).
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4 ‘ iplétement continues _est une base de V'espace vectoriel tangent & ¥ en x (voir (1.23)), qu’il existe

(16.85) La mesure de Lebesgue de R” (16.75) est compléfément continue, parcé 4 . un champ continy de densités [x | ¢} du produit direct caractérisé par .

qu'on peut la définir & P'aide de la « densité de Lebesgue » ¢ :
: o(S) = |.dét (5) |

& © o(S) = 915 X 9a(SP) X X @ (S™)

- qixels que soient les SV ; nous noterons
=0 @ ¢ D Py

(une base S de R" est simplement une matrice réguli¢re). B

Soit ¢ un champ continu de densités sur une variét¢ ¥, u la mesure asso
ciée : » :

v

ou, dans la notation (16.83)
P(dx) = @4(d ') ... @(d ") .

On vérifie — a I'aide de (16.80) et de (16.64) — que la mesure associée
. auchamp x - ¢, ® - ® @, est le produit tensoriel des mesures associées
i @y, ..., Py UN produit tensoriel -de mesures complétement continues est
donc une mesure complétement continue. On a donc

KS) = 'f &) o(dx) .

|4

Si A[x b x*]est un dii}féomorphisme de ¥ sur une variété V*v, on vérifi
sans peine que I'imagg 4 f(u) (16.77) est donnée par la formule

O A*(fi)(f*)*;j

14

SH®) @*(dx*) Vf*e A (V™)

[J T e ® - ® 0] (@)
WV XV XX Vy .

(16.86) [x* b @*] étant le champ de densités de V* défini par

=j¢@%jvﬂ®“j¢mmﬂm
- Vi Va Vn
v | =o(Zs)

Ix* - le théoréme (16.66) permet de changer l’ordre‘ des intégrations.

— Soit G un groupe de Lie, ¥ son algébre de Lie.

Choisissons une densité @, de ’espace vectoriel ¥ ; on.vérifie facilement
qu’il existe sur G un seul champ de densités a > @, qui soit invariant (1)
par les translations 4 gauche g de G (Définition (6.6)) et qui prenne la
valeur @, pour a =.e (élément neutre) : ce champ est donné par

() ' oi(S) = @ol[D(ag) (e)]_l-S)

on constate sur ) que ce champ est continu ; il définit donc une mesure yy, -
sur G -

V] w(f) = I f(x) o (dx)
G

appelé image par A de la densité ¢ ; ce champ est Iui aussi continu ; 4 *(u) !
est donc aussi une- mesure complétement continue. W

Ix

(16.87) Soit x = | *-+ | un point variable d*un produit direct V= Ve x xV,

"x

fle variétés séparées V;; supposons donné sur chaque V; un champ contin
Ix +» @; de densités,"auxquels sont associées les mesures p; :

o ulf) = f fx)'efdx)  (nepas sbmmer )}

L £

qui est invariante par toute translation & gauche (3); p. sappelle mesure

Si SO est une base de I'espace vectoriel tangent & ¥; en ’x, on vérifi
‘ de Haar du groupe G ; elle est définie & un facteur prés par le choix de ¢q

facilement que

S® 9 . 0

: (voir (16.78)) ; on démontre que ces mesures de Haar sont les seules qui
© . 0 s® .. o Ii soient.invariantes par translation & gauche. ,
S=1 Q) Cest-a-dire image de lui-méme, au sens (16.86), par ces translations.
"""" (®) Clest-a-dire que 'image de p; par une translation & gauche, au sens {16.77), est encore
0 0 S  égale a py. ’
Y - P et + feee e g g - [



(16.94)

(16.95)

(16.96)
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~ — Si le support de f est contenu dans I’ensemble de valeurs d*une carte
canonique [£ > x], il résulte immédiatement de (16.80) et (16.94) la
formule

— On-peut aussi définir, de fagon analogue, une densité @ invariante
par translation 4 droite (6.21), coincidant avec @4 au point e; il en résulte
une mesure de Haar up invariante par translation d droite ; on vérifie aisé-

u(f) =‘[’"Jf(X) dp; ... dp,d[*q] ... d["q]
é‘b ) Hp = pp X 4 .

t
avec la notation habituelle (10.4) pour les coordonnées canoniques.

: — Alaide de cette fogmule, et de (16.87) on établit le théoréme suivant :
@ Ma) = | dét (ag) |

Si on appelle u; les mesures de Liouville de variétés symplectiques ¥,

‘| la mesure de Liouville de la variété symplectique produit (9.7) est le pro-
. duit tensoriel (16.45) des U

est unimodulaire (C’est -évidemment le cas pour un groupe abélien; on 1

montre aussi que les groupes compacts ou semi-simples sont unimodu-

laires) ; alors la méme mesure de Haar est invariante & gauche et & droxte |

Soit ¥ une variété symplectique séparée, 4 un élément de can (V) (nota-
tion (10.15)); en comparant (16.94) et (16.86%) on vérific que I'image
par A de la densité symplectique.¢ de ¥ est égale & ¢ ; d’ot, par application

La mesure de Lebesgue (16.75) est invariante 4 droite et & gauche sur i de.(16.86), le théoréme de Liowville :

le groupe additif R"; sur le groupe de Lie des matrices réelles

» _x y
“lo uyx

e module est égal & x2. N
; .

La mesure- de Liouville d’une variété symplectique séparée V est inva-
riante par tout symplectomorphisme de ¥.

'SUPPORT D’UNE MESURE

. Soit 2 un ouvert d’une variété séparée V; on sait que Q posséde aussi
une structure de variété (séparée, de méme d1mens10n) si fe (),
f défind sur ¥ par

R f(x) si- x»eQ
o F® {x

LeEMME

“Soit E un- espace vectoriel euclidien (resp. symplectigque) ; il existe une
densité positive ¢ de E, appelée densité euclzdzenne (resp symplectique),
caracterlsee par

: Jx) = .
O @(S) = 1 pour toute base orthonormale (resp. canonique) de E . S x¢ 4

11 suffit-en effet de choisir une base orthonormale (resp. canonique) S,; O et
(16.78) donnent pour toute base S

o(S) = |dét (Sg .9 | ;

est un prolongement de f; on vérifie que / € A (V).
Si donc i est une mesure de ¥, on peut définir une application u, par
to(f) = u(f); on vérifie que u, est une mesure de Q, positive si u est

réciproquement, cette formule (16.95), prise comme définition de g, fournit blen positive ; ug s’appelle mesure induite par y sur 'ouvert Q.

une densité positive ; si S est aussi une base orthonormale (resp. symplectique) nous o
savons que | dét (S5 1.S) | =1 ((6.63) (resp. (8.30))); d’ou O . " THEOREME.
— £ étant donné, la correspondance [u > ug] est linéaire et croissante

— Soit V une variété symplectique séparée; en chaque point x de Vv, .
(entre les espaces de Riesz des mesures de Vet 2);ona| pg| =1 plo.

e theoreme précédent permet de définir la densité symplectique ¢ on:
vérifie (par exemple en prenant un atlas canomque) que le champ x

" — La réunion des ouverts Q; Vériﬁaint = (] est un ouvert (éventuel-
st continu ; on définit donc une mesure u par i [ 4y ] (

lement vide) Q; on vérifie que u, = 0 : Q est donc le plus grand ouvert
‘tel que pg = 0; son complémentaire — qui est fermé — s’appelle support
de la mesure .

M) = J S () e(dx)

u s’appelle la mesure de Liouville de V'; c’est une mesure positive.
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(16.103) Exemples : Le support de la mesure de Dirac 8, est réduit au point a

le support de la mesure associée 4 un champ continu de densités x
: est la fermeture de ’ensemble des x tels que ¢ # 0 (cf. (16.42)).
— On démontre (}) que
Toute fonction fe A (V) qui est nulle sur le support d’une mesure
(16.104)
vérifie u(f) = 0. .

MESURES BORNEES 4

DEFINITION

Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe).
On dit que E est un eS‘pace vectoriel normé si on a associé & chaque X e E
un nombre réel | X1, appele norme de X, de fagon que

(16.105) LX) >0 si X+#£0,
O fsX | =1s| x| X]| si XeE, ssca}aire("),
IX+YI<hXI+1Yl VX, YeE.

Ekemples :
: méme R* (1.2).

-

DEFINITION, THEOREME

.

On appelle espace de Banach, ou espace vectoriel normé complet tout
espace vectoriel normé ol les séries absolument convergentes sont conver-
N | gentes (3) :

n

ZHXII =

j=1

X;eE Vj=1,2,3,...; JaeR; Vn;

(16.106)

iXeF; Ve>0; IN; Vn>= N "X—- Y X;

i=1

() (Voir Bourbaki, loc. cit.).

(") | 5 | désigne la valeur absolue ou le module du nombre réel ou oomplexe § — on voit que

flxj=0 -« x=0].

N 0 @ .
(%) Onécritenabrégé Y [ X;} < w0 = Y. X; = X; notons que
=1 =1

ZX,-"<E||X,||
i=1 j=1

R (ou C) est évidemment un espace' vectoriel normé; de.:

Chapitre IV Mécanique statistigue 251 -

Exemple : On démontre que tout espace vectoriel normé de dimension
finie ¢st.un espace de Banach.

N

DEFINITION, THEOREME

Soient E et E’ deux espaces vectoriels normés, L(E, E’) 'ensemble des
apphcatlons linéaires de E dans E’.
Soit A € L(E, E’); on dit que 4 est borné si le nombre

o 4l = sup |4 |
. fixfi<t

est fini ; on a-alors

v, . A <141 xIX] VXeE.

— L’ensemble des éléments bornés de L(E, E’) est un espace vectoriel
| normé : c’est un espace de Banach si E’ est un espace de Banach.

La vérification est elementaxre

Exemple

Soit E un espace vectoriel normé; on appelle dual topologique de E
‘ensemble E’ des éléments bornés du dual E*(= L(E, R) ou L(E, C));
E’ est donc un espace de Banach ; on démontre le théoréme (Hahn-Banach)

ol ixl= s |c@| | vxeE. m

’ CeE,|C|l<1

THEOREME

Soit ¥ une variété séparée, o '(¥) I'espace vector1e1 des fonctions conti-
nues sur ¥ 4 support compact (16.42). ’
Sil’on pose

1o 11 =spl /@] Wex)

| (V) devient un espace vectoriel normé.

Le fait que < définisse un nombre || f || fini résulte du thébréme (16.24); la
vérification des axiomes (16.105 Q) est alors triviale.

1l résulte immédiatement de (16.51) que

Le dual topologique de U'espace vectoriel normé A'(V) est Pensemble dés
mesures bornées..

[ (V)] est donc un espace de Banach (16.107) .
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E dans 4

252 Mesures bornées

— Si u et v sont des mesures positives bornées, il résulte immédiatement
de (16.116) que le nombre || x| — || v || ne dépend que de la différence
. — v;ilen résulte que la masse d’une mesure bornée, définie par la formule

THEOREME
(16.112) [ Toute mesure u 4 support compact est bornée. .

- Soit X le support de u, f "'une des fonctions dont Pexistence est assurée par le

théoréme (16.48) ; on vérifie que p = # % f; pest donc bornée en vertu du théo- y = + _- -
réme (16.133) ci-dessous. - ’ 6.119) masse () = [l ¥ | — | p7 |
(16.113) — En particulier, sur une variété compacte, toutes les mesures sont vérifie
. bornées ; par contre la mesure de Lebesgue de R" n’est pas bornée. ~ :
C : : , | R
, THEOREME 6.1200 1 u=0,v > 0, u et v bornées =I> el -1 v |'= masse (u — v)

a) Si p et u' sont des mesures bornées de ¥ et V', u ® u' est une mesure

bornéede ¥ x V', et Fona > On deduit aisément de cette formule et de (16.116) que Papplication

o « masse » -est linéaire :
(16.114) @l = ul o< el
b) [n®u # 0,0 ® p borné] = [u bornée, u' bornée] .
La démonstration résulte simplement de (16.59) et de (16.64).

{ masse (¢ + v) = masse (u) + masse ()

masse (su) = s masse (i) seR.

Notons aussi les formules

THEOREME .
Si u est une mesure ' | masse () | < Jju |l
(16.115) 6.122) I
' [ubornée] < [|u|bomnée] =, [Iul=|lull]. [masse (1) = || 1 |I] < [w=0]
(16.54) domne | u(f) | <Ipl(If: dou Jul <|Iul]; (16.53) donne. "
frlD<lul(sn= Jup wg). dou Jipl] <Hul. THEOREME
gl .
THEOREME ._123) Si p et 1’ sont des mesures bvornees de Vet V',ona
Si u et v sont des mesures bornées, ' masse (4 ® p’) = masse (u) x masse (u') .
(16.116) . . 1 suffit de remarquer que 4 ® ' est la différence des mesures y* @ v* + 4~ ®@ v,
mz20v20 = lpg+vi=lul+lv I. _ #* ® v + u” @ v qui sont positives (16.60) et bornées (16.114), et d’appli-
On sait que |4+ vl < [ ull+ 1] (16.1050); soit d’autre part & > 0 Quer (16.114), (16.116).
I, ged(), 1FI<L lgl<sl; pNH2lul—e wg) > vl —e; si-
h=sup(Ifl, lgl) ona JhI<L [+ B = ul+lv)—2e; don’ DEFINITION
le+vlzlul+ vl —2e : ‘
C.QFD Soit £ un ouvert de ¥, u une mesure de V.
Gréice 4 (16.33), on en déduit pour toute g bornée ‘ » On dit que Q est p-mesurable si la mesure ug (Définition (16.100)) est
) 4) | bornée; alors le nombre masse (ug) s’appelle u-mesure de Q; on le note
(16.117) fael=durt+1u . généralement u(Q)..

On vérifie facilement que € est y-mesurable dés que u est bornée ou

En collationnant (16.38), (16. 107) et (16.115), on voit que .
. que £ est relativement compact ; que
(16.118) [ Dans I'espace de Riesz des mesures d’une variété ¥, les mesures bornée :

forment un sous-espace de Riesz. 5). A2 =] = wRuQ) = + u@);



Mesures bornées

danslecasu > 0,ona
o W) = 0
- (16.126) - (
foe [@c Q] = W< ﬂ(Q)
‘Exemples
* (16.127) % - Dans R", une boule B de rayon r (r > 0) :
' ' xeB « |x|<r

est un ouvert relativement compact ; u étant la mesure de Lebesgue de R",
le nombre u(B) s"appelle souvent volume de B ; on montre qu'il vaut (*)

n/2
u( ) = A
*— La sphére S de rayon T
xeS = lxl=r.

‘posséde une structure de variété compacte plongée dans R"; la densite
seuclidienne (16.94) définit, une mesure p sur S; le nombre wS) =

el
s’appelle aire de la sphére ; le calcul montre que

nnnlz rn—l

. lal = W‘
(16.128) — La notion de mesure des ensembles peut s’étendre 2 une classe beau-
R - coup plus vaste que celle des ensembles ouverts (voir Bourbaki) ; mais

: nous n’utiliserons pas cette extension. B

: (16.129) Soit’ ¥ une variété pure séparée; nous appellerons L‘(V) I’ensemble

des mesures u de .V qui sont bornées et qui vérifient

'Ye > 0; 3, mesure complétement continue de V'; |l p— po |l <e.

Le lecteur pourra vérifier, 4 titre d’exercice, les théorémes suivants :

o (16 130) [ L*(V) est un espace de Banach.
e LY(V) est un sous-espace de Riesz (®) de I’espace des mesures (bornées)
: (16. 131) de V.

(16.132) [ L\V)Q L\(V)c L'V ® V’) (3) ,
(*) Nous posons x ! = I'(1 + x) —I e™t * dt; pour n 1mpa.u', [%] ! se calcule par
[
récurrence, & partir de la valeur {— 1/2] ! = ﬁ, par la formule x!=xfx—-1]!
(%) Etablir d’abord Pidentité | || — |#ol ] < & — #ols conséqueuce de (16.36) et
de (16.54).
(®) Abus de notations signifiant

pell(V), gell(V) = y®u eLY(V x V),
utiliser (16.90) et (16.114).
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* FONCTIONS INTEGRABLES : -

~

LEMME

Si p est une mesure de V,sifed(V), u x f (notation (16.56)) est une
mesure bornée, et 'on a

O masse (u x f) = u(f) .
11 est facile de vérifier, si p et f sont positives, que i x f est positive, et que Q)

IIquII—#(f)

en appliquant les propriétés de linéarité.

COROLLAIRE, DEFINITION

Soit y une mesure de ¥, f une fonction continue sur V.

On dit que f est p-intégrable si la mesure u X f est bornée.

L’application linéaire p se prolonge linéairement & Yespace vectoriel. des
fonctions continues p-intégrables en posant :

pu(f) = masse (u % f).

Bien entendu, dans le cas d’une mesure définie par une densité ¢ (16.83),
nous emploierons encore la notation

jfmmm>

pour désigner le nombre p(f), méme si le support de f n’est pas compact :
on dit. dans ce cas que I'intégrale est convergente.

Exemples

Soit ¥ une variété de dimension 0; I la mesure définie en (16.70). On
sait que toute fonction f définie sur ¥ est continue ; on dit que f est sommable
si f est I-intégrable ; alors le nombre I( /) se note :

Y )

xeV
mais il s’agit en général d’une « somme infinie ».

(%) Utiliser (16.48).

&Yy Y | I 1 | - [ 1

On passe & ¢ en y remplagant u et f par des différences d’éléments positifs,. et

[ S
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(16.138)

(16.139)

(16.140)

(16.141)

intégrables

Dans le cas particulier ott ¥ est Pensemble des entiers positifs, on peut 142)
montrer que f est sommable si la série

O+ fQ+ -+ f@) + -

est absolument convergente ; alors sa somme est égale 3 I(f). N

Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert borné a < x < b
de R; si f est intégrable pour la densité de Lebesgue, son intégrale se

X b .
note j f(x) dx ; on peut montrer que cette intégrale est la limité de
\'h .
F(B) — Fo), (F étant une primitive de f), lorsque f§ tend.vers b et « vers a;
ains_i .
K jj‘ﬂ dx ..
- —1 (1'__ x 2

si f n’est pas positive, cette limite de F(f) — F(ocj peut exister sans que f
& soit intégrable. W

144)

Eey y

THEOREME

Si des mesures y, u’ et des fonctions continues S, f" vérifient

lul<p | 1AISS »f’estp’-inté,i;rablev

[ est u-intégrable, et 'on a
B [N < e(f)-
Siged (V) lgl<l,onal|fxg|<f';dou grice & (16.54),
[ x f1@) | = [uF x 9 | < w(F;

on voit que 4 x fest borné, et que Jj u x f | < p'(f7); il suffit d’appliquer P'iné-
galité (16.122) A u x f.

THEOREME
Si f est p-intégrable, | f | est | u |-intégrable.
En effet [ [ est p-intégrable] <> [u x f bornée] =
[l x f|bornée] (16.115) <« [|u]| x | | bornée] (16.58) .

COROLLAIRE

[£>0, fe9V); f>0; f et pintégrable] = [u(f) > 0].

En combinant les deux théorémes (16.139), (16.‘14'0)Lon constate qﬁe

les 4 hypothéses [ f u-intégrable], [| £ p-intégrable], [ f | u |-intégrable],
[l S| |-u |-intégrable], sont équivalentes; elles entrainent

o MO =ufH—us). 8

Soient p et y’ deux mesures des variétés Vet V"
Soient f'e €(V), f' e €(V'): alors :

[ f est y-intégrable, f” est y'-intégrable] =

{ S ® f'est [u ® ul-intégrable
B W ®f) = uf) x w(f)]
Simple corollaire de (16.67) et (16.114). ’

~— Soit' F une application continue de V dans un espace vectoriel E de
_ dimension finie (V).

On dit que F est p-intégrable, si, pour tout élément C du dual de E,
Papplication x - C(F(x)) est u-intégrable ; dans ce cas, il existe un &lément
de E, que nous noterons u(F) — ou J

F(x) ¢(dx) dans le cas (16.83) —
' 14
défini par '

l Clu(F) = W(CoF) | VCeE*.

Pour établir ce résultat, il suffit de choisir une base S de E; si ’on pose

fix
Fx)y=8{....
f(x)

on vérifie immeédiatement que

[F est p-intégrable] <> [if est p-intégrable  Vj =.1,2, ..., H]
#Cf)
= wWE)=St .... . N
u(’f)

(") Le lecteur trouvera dans Bourbaki une extension de cette notion au cas ou E est un

. espace de Banach.

SOURIAU. — Structure des systémes Rynamique.r 10
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THEOREME
[ Soient ¥ une variété séparée ; 4 une mesure de V; [ et g deux fonctions
continues (*) sur ¥ telles que
- : f est u-intégrable ,
©(16.148) . .
- J(x) = g(x) Vxesupportde u.
. Alors g est u-intégrable, et ’on a
#g) = p(f).
La fonction continue 4 = gA — f est nuile sur le support de u; donc aussi, 4
Vke A(V),la fonctionééuppqrt compacth x k;onadonc(16.104) u(h x k) = 0;
d’ol, k étant arbitraire, p"xX h = 0; dod px g=p x f; d’o ¢videmment
| bexglh=1lpx Sl <ojulg) = masse(u x g) = masse (u x f) = u(f). B
IMAGES D’UNE MESURE
3
DEFINITION
3 Soient ¥ et V'* deux variétés séparées ; 4 une application continue d’un

T
(16.149)

258

intégrables

Ny

ouvert de'V dans V*, -

L

@) Nous dirons qu’uné mesure p de V est A-transportable (2) si
Q- [S*eH(FM] = [f*odest pyuyintégrable] .

b) Dans ’espace de Riesz des mesures de ¥, celles qui sont A-transpor-
tables forment un sous-espace de Riesz.

¢) Si u est A-transportable, il existe une mesure de ¥, appelée image
de p par A, notée 4 *(y), définie par

o A W) (F*) = paarn(f* 6 4)

d) L’application 4* ainsi définie est linéaire et croissante A.

[V/* e o v].

— La vérification de (b) et de la linéarité de 4+ est ¢lémentaire, compte tenu
de (16.101) et de (16.57); si # = 0, on voit que A *(u) est une forme linéaire posi-

tive sur #(V*), donc une mesure; pour toute mesure p A-transportable, on a
A (W) =A*(p*)~A*(u™); A*(p) est donc une mesure. La croissance de 4.+ est

alors immédiate.
C.Q.F.D.

(") Le résultat est établi en supposant fet g a valeurs réelles ; il s’étend immédiatement au
cas des valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie. ’

(®) Synonyme : [u est A-transportable] <> [4 est y-propre]. .

(%) De I'espace de Riesz des mesures A-transportables de ¥ dans celui des mesures de V'

*Chapitre IV , Mé
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. THEOREME (hypothéses de (16.149)) :

Supposons que u soit A-transportable et que u = 0.
Alors la formule (16.149)

<>_ 4 +(l—¢) " = Nder(A)(f *.4)
reste vraie pour toute f* & %( V*j telle que 'un dés deux membres existe M.

1 a) Supposons d’abord f* > 0; compte tenu de la définition (16.135) et de
(16.122), la proposition 4 démontrer s’écrit X — Y, avec i

X = 5“}? Haerca([f* 0 4] % k), Y= sup Haera([f* % g*] o 4 x h)
a4k :

les indices g*, 4 appartenant aux ensembles respectifs suivants :
[g*e V"), 0<g*<1]; [he X ([def(4); 0<h< 1].

Il est évident que Y < X, puisque [f* x g*¥lod x h < [f* o A] x h; d’autre
part, Yh, désignons par K le support de 4 (qui est un compact de def (4)); son
image K* par 4, qui est continu, est un compact de V'*(Théoréme (16.22)) ; d’aprés
le lemme d’Urysohn, il existe un g* vérifiant gre A(V*), 0 < g* < 1, tel que
[*eK* = [g*C*) =1];si xedef(4), on a

[h()#0] = [xe K] = [4(x) e K¥] = [g*(A(e)=1];douh=[g*. 4] xh,

et évidemment [f*o 4] x h = [f* x g4 x h; dol X< V.

b) Supprimons maintenant 'hypothése f* > 0; on remarque que
[T ed =[f*od]*, [f* 0d =[f*od]" (voir (16.44));

il'en résulte que les deux membres de Q, s’ils existent, sont respectivement égaux
a (Théoréme (16.142 Q) )

AYW) (f*Y) — AWy (f*)
Paera( S *Tod) — Haeray(f*~ 0 A)‘
donc égaux puisque le résultat établi en a) est valable pour les fonctions positives
f*+,'f*_~ ] T
‘THEOREME
SiA*(u) existe et si B*(4 *(u)) existe, on a
[B.AT" () = B*(A™ (). -

"Dans le cas p > 0, il suffit de développer [Bo A" () () et B¥(A*(W) (f)
par la formule (16.150 {) ; on passe au cas général en considérant u comme diffé-

rence des deux mesures positives u* et p~, auxquelles la formule est applicable, et
en appliquant (16. 149). ’

(% Clest-a-dire, donc, si J* est A*(p)-intégrable.
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"TutorEME (hypothéses de (16.149))

THEOREM

: Si u est A-transportable, le support de A4 *(y) est contenu dans la ferme- ; E
© (16.152) | ture de 'image par A du support de p. : -

11 suffit de vérifier, si £ est un ouvert de ¥* qui ne rencontre pas cette image,
que [4*()]a = 0; or [4*(W]o = [la]" (47(W) = C *(), en posant C' = 1o.4
(Théoréme précédent); T'ensémble de définition de C est un ouvert de V qui ne
rencontre pas le support de p; on a done pgene = 0 (16.102); d’ou, grice 4 la
définition (16.149), C*(y) = 0.

VSOieft V et V* deux variétés séparées; 4 une application étalée (*) de
avH '
Alors toute mesure p de Vest A-transportable.
i . T

a)' Supposons u = 0; posons Q = def (4).
o S.l f ¥ € A'(V'*), 'ensemble des x* € V* tels que f*(x*) # 0 est un ouvert (image
. réciptoque par f* d’un ouvert de R) relativement compact (car contenu dans le

support corlllpacF de f*); son image réciproque par 4 est donc un-ouvert relativement
compact £' (puisque A4 est étalée) ; notons que

TutoriME (hypothéses de (16.149))

Toute mesure bornée p de V est A-transportable ; on a alors

' . : xeQ = f()#£0,
- (16.153) : . 14*G f<thul. X

Si f*e A (V*), g€ 1 (ci_ef‘(A)), on vérifie que
/’\
[T*edl x gl <h/*lx1lgl

le ~ désignant le prolonggment par 0 dans Ie complémentaire de def (4) (16.1009) ;
dou || paeray x ¥ oAﬂl < pl x I f*1; ce qui conduit immédiatement au

en posant
f = f*.4.
Soit £’ la fermeture (compacte) de ©’; grice au lemme d’Urysohn (16.48),

heA(V):h20, [xeQ] = [hx) =1].

: résnltat. . gi x € £ on a, soit f(x) = 0, soit x € Q'; d’od f(x) = f(x) A(x)-
. . o e . s P N ’ Dottt g .
(16.154) — On voit que 4* définit une application linéaire, bornée, croissante Soit g geA(QD), gl <1; VxeQ ona
S de 'espace de Banach-Riesz des mesures bornées de ¥ dans P’espace corres- . |[f x g1 (0) | = ) h(x) g0 | = | f*(AG) A(x) g(x) | < | f* I B 5
pondant de V*. : ' o
. cet'te inégalité vaut aussi pour le prolongement f/x\g nul en'dehors de Q (16.100),
THEOREME . puisque h > 0; ona donc | X g| < | /* | b d’ou

ko % S1@) | = [ 1alf x 9| = [T XD < M 7 TN < 1S* 1 uth) 3

Si A est un homéomorphisme de ¥ & V'*, et u une mesure bornée de V -

16.155 i : .
(16.15 ) “ y +(1,¢) " —al. ce qui m:mtre que pg % fest borné, c’est-a-dire que f est p, intégrable ; on a done
| Baera( S .A)' = uo(f) = masse (u x f) (Définition (16.135)); la formule
Soit 4 = A*(); le théorbme (16.151) montre que & = [4-1* (u*); on a (16.149 <)). defmt donc un gpcrateur A*(p) sur A (V*), visiblement linéaire ; on
s A zznls}ate si f*20, que A7) (f*) > 0; A*(u) est donc une mesure positive’
TutorEME (hypothéses de (16.149)) b)) O passe au cas général en écrivant g = pt — u~, en appliquant (a) aux
i der (4) — ¥, o i et borade, on mesures positives ut et u™, et en utilisant (16 149).
(16.156) — On voit donc, si 4 est étalée de ¥4 V*, que 4 * définit une application

masse (4 T (i) = masse (1) .

) Supposons d’abord p > 0; si on pose f*(x*) = l[¥x*e€ V*], notons que:
f = f*od vérifie f(x) = 1[¥x € V]; comme la masse d’une mesure bornée est:
égale 3 la valeur de cette mesure appliquée 4 la constante 1 (Définition (16.135)),;
on a masse () = u(f), masse (4¥() = A* () (f*); ces deux nombres s0
égaux d’aprés (16.150).

b) Dans le cas général, il suffit d’appliquer le résultat (a) aux mesures positives u*
et u, et d’utiliser la linéarité des applications 4 * et « masse ».

linéaire croissante de I’espace de Riesz des mesures de ¥ dans célui de V'*;

tte application prolonge celle, définie sur les mesures bornées, qui a été
udiée en (16.154). )

En particulier, si 4 est un homéomorphismc: de V' 4 V*, 4 est étalée,

*(w) existe pour toute mesure yu de V; on retrouve d’ailleurs la définition

CQF 1) Définition (16.26) ; on rappelle que def (4) est ouvert, et que 4 est continue.



262 Images d’une mesure - Chapitre IV . , Mé,

. — Notons aussi la formule
Exemples .

Convoluti oupe de Lie masse (4 X v) = masse (u) masse (¥) ,
onvolution sur un grou

(16.160) Soit G un groupe de Lie, p et u' deux mesures bornées sur G.
‘ On appelle convoluté de p et ' la mesure bornée, unage de p @y par

x . . .
’application k> x x y; on la note (*) p x u'; on vérifie facilement
y .

valable sur 'algébre B (*) et évidemment sur sa sous-algébre LYG). |

Photométrie
. . La photométrie classique a pour objet de déterminer le flux lumineux qui

: que la convolution x est une opération interne. bilinéaire, et associa-

tive (%) (%) sur I’espace B des mesures bornées de G on dlt que B est une.

algébre. _

On sait d’autre part que B est un espace de Banach (16 111); la convo-

exposée a diverses sources lumineuses ; ce flux est un nombre, qui se mesure
par exemple en lumens.
La théorie doit évidemment indiquer comment le ﬂux dépend de la

surface ; il se trouve qu’on peut formuler cette dépendance de la fagon
# suivante :

hxvi < lul x Ivis

on dit que B est une algébre de Banach.
Si pe B, on désigne par u* I'image par [x — x~'] de u; il est clair que
u* e B.
Il est immédiat (v01r (16.154)) que

w+ ] =p* + ™
[su)* = s[u*] A VseR;

—Un état photométrique est une mesure positive p sur la variété .V des
rayons lumineux ().

— Si 2 désigne ’ensemble des rayons Jumineux qui traversent une sur-
face donnée dans un sens donné (%), le flux lumineux correspondant est
égal & p(@)'(H.

*-Sans développer complétement les bases scientifiques de I’éclairage,
indiquons quelques utilisations de ces axiomes :
Puisque x > x~* est un difféomorphisme de G 4 G, on a ( %

Sl ledls

d’autre part les identités [x~ 1" =x, [x x y]7 =y~
dans G, entrainent les formules

Lt

[ x V)* = v* x p*

" .— Soit S une source lumineuse bornée. L’ensemble Q des rayons lumi-
neux issus de cette source, qui traversent une sphére entourant .S ne dépend
pas du choix de la sphére; le nombre y(Q) est le flux de la source; il se
mesure don¢ en lumens.

! x x~*-valables ;

— Supposons que la mesure u soit complétement continue ; la densité
correspondante est alors proportionnelle 4 la densité symplectique de V (%) ;
le facteur de proportionnalité sera noté A(&)/r (¢ désignant un rayon lumi-
neux.variable) ; le nombre A(&) s’appelle la brillance (ou luminance) ; il se
mesure en lumen ® métre™?, appelés blondels pour la circonstance,

\

(16.165)
(16.166)

K

on résume les formules (16.162) & (16.166) en disant que I'algébre d
Banach B est involutive. On peut montrer que L'(G) est une sous-algébre *
de Banach de B, évidemment involutive ; on l’appelle généralement algébr
du groupe G.

— Un ‘état photométrique est uniforme si la luminance est. constante ;
‘on considére souvent des états induits sur un ouvert par un état uni-
Jorme (16.100) ; exemples : le ciel vu & travers une lucarne ; le rayonnement
calorifique & I'intérieur d’un four isotherme (voir ci-dessous (17.151)).

(*) Dans le cas d'un groupe additif, on emploie généralement lia notation u * .

(*) Utiliser (16.123) et (16.156).

(%) Définition (15.87) ; la dimension de ¥ est 4.

(%) On rappelle qu’un rayon lumineux est une droite orientée (15.87).

(*) Définition (16.124) ; u(R2) est égal A || ug, || puisque u est positive (16.122), donc > 0.

. (°) Définition (16.94) ; nous choisissons pour ¥ la structure symplecthue définie par la
formule (15.90).

x
~ (® La vérification montre que p X p x u' est I'image par ( y) »xxyxz d
o \Z
BN @ u. , )
(®) Si G est abélien, la convolution est commutative sur G.
(*) Appliquer (16.114) et (16.153).
(®) Théoréme (16.155).

traverse une surface donnée (dans un sens ou dans ’autre) lorsqu’elle est
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— Considérons un écran dont la surface est une variété de dimension 2
plongée dans I’espace R3; si on désigne par r le point ol un rayon lumi-
neux & perce cet écran (dans le bon sens !) on peut montrer que ’applica-
tion € | r est étalée ; I'image de I’état photométrique par cette application
constitue justement I’image regue sur ’écran (au sens photographique du :
terme) ; si celle-ci est complétement continue, la densité correspondante 178) [
peut s’écrire E(r) g, ¢ étant la densité euclidienne du plan tangent (1); l¢
nombre E{r) s’appelle éclairement de I’écran au point r; il se mesure en .
lumen ® ‘métre™? (appelés cette fois-ci lux); si 1’état est complétement
continu, I’éclairement est donné par la formule

VARIABLES ALEATOIRES

DEFINITION

Soit ¥ une variété séparée ; on appelle loi de probabilité de V toute mesure
de vV posmve, bornée, de masse égale 4 1.

Soit uune loi de probabilité sur ¥,  un ouvert de V'; on appelle proba-
bilité de I'ensemble £ le nombre

p=uQ

on vérifie facilement que

E(r) = %J‘ (&) cos Ip'(du)
Lot 0<p<l

'les; ‘formules (16.125), (16.126) fournissent quelques propriétés usuelles
de la notion de probabilité; mais I’établissement d’une correspondance
compléte entre les axiomes du calcul des probabilités (Kolmogorov) et
la définition (16.179) nécessite une extension de la notion de mesure
d°des ensembles non ouverts, extension 4 laquelle nous avons renoncé
(16.128); nous nous contenterons d’exploiter directement la défini-
tion (16.178).

H étant l’hémisphére parcouru par le vecteur unitaire u (notations (15.86))
pour I'ensemble des rayons & qui arrivent sur I’écran en r; ¢’ désigne la
densité euclidienne de l’espaoe vectoriel tangent 4 la sphére (2) ; I est l'angle
d’incidence (cos I = I(n u) |, n étant un vecteur unitaire normal a
I’écran).
/

— Si I'état photométrique est uniforme, on en déduit que Iéclairement
est constant et égal & la. luminance (grice au facteur 1/n mis dans Ia, défi-
mtlon (16. 171) de la luminance).

(16.175)

_ ' Exemples
— Un écran éclairé se comporte en général comme une source ; §'il est

parfaztement diffusant, la brillance d’un rayon issu du point r de I'écran
est égale 4 I’éclairement E(r); une sphére parfaxtement diffusante mise
dans un éclairage uniforme est donc invisible.

(16.176)

Soit @ un point d’une variété V'; la mesure de Dirac §, est évidemment
une loi de probabilité sur V. B

— Soit u une loi de probabilité définie sur une variété V de dimension 0 ;
sije ¥, 'ensemble réduit 4 j est un ouvert (16.7) ; notons p; sa probabilité ;
on vérifie immédiatement que [notation (16.137)]

<> Z pi=1
\.\. jevV

16.177) — Si l'on observe des sources lumineuses d’état photométrique p, &

travers un instrument d’optique, et si 'on peut négliger I'absorption et les
réflexions partielles dans I'instrument, on admet que I’énergie d’un faisceau
lumineux (ouvert de V) qui traverse 'instrument est conservée ; il en résulte
due P’état photométrique des rayons qui ont traversée ’appareil est égal
a S*(u (®), S désignant le symplectomorphisme local de diffusion (voir
(15.87)a(15.90)) ; comme S conserve la densité symplectique (voir (16.99)),
on en déduit que la luminance est conservée pour les rayons qm traversent
Pinstrument (%).

et que, pour tout g € A (V)

@ o) = 3 90

la loi de probabilité est donc entierement définie par les « probabilités
élémentaires » p;.

(') Définition (16.94) ; (dr) s’appelle « &lément d’aire ».

(® ¢'(du) s’appelle « élément d’angle solide ».

(%) Notation (16.149) ; dans les exemples usuels, S est étale,

(*) Mais pas Péclairement de la rétine, si Pouvert Q des rayons traversant ’instrument ne
contient pas I'ouvert Q' des rayons qui- traversent la pupille.

AN

(*) Définition (16.124) ; tout ouvert est y-mesurable, puisque u est bornée.
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DEFINITION

x
- — Soit en particulier G un groupe de Lie ; si la variable parcourt G2,
’ Ax .

la variable aléatoire x x x’ parcourt G; si x et x' sont indépendantes,’
1l est immédiat que Ia loi de probabilité de x x x’est la convolutée (16.160)
de celles de x et x'; ceci s’applique en particulier au cas ol G est un espace
vectoriel, consxdere comme groupe addmf (« addmon des variables aléa-
toxres »).

Soit x une variable 4 valeurs dans une variété V.
(16.183) On dit que x est une variable aléatoire si on a associé & x une loi de pro-
babilité sur ¥ (on I'appelle « loi de probabilité de x »). ’

~

THEOREME

: Soient ¥ et V* deux variétés séparées; 4 une apphcatlon continue de V
(16.184) | dans V*; u une loi de probabilités sur V. '

Alors I'image 4 * (1) est une loi de probabilité sur V. VALEURS MOYENNE_S

On sait que A *(u) est une mesure (16. 153) positive (16.149) de masse 1 (16.156),

DEFINITION-
Usage Soit x une variable aléatoire & valeurs dans un espace vectoriel £ (de
- dimension finie); soit u sa loi de-probabilité.
(16.185) = "—- Si x est une variable aleatmre ayant u comme 101 de probabilité, on

On appelle valeur moyenne de x I'élément de E
considére encore la variable 4(x) comme une variable aléatoite — ayant i

A () comme loi dé probabilité ; le théoréme (16.151) assure la cohérence

moyenne x = u(1g)
de cette régle (1).

| défini si 15 est p-intégrable ().

:
Exemple 1  Tugoria
. x . .. ) Soit x une variable aléatoire & valeurs dans une variété ¥V, de loi de
(16.186) Soit X = . une variable aléatoire prenant ses valeurs dans le produit probabilité i; soit F une application continue de ¥ dans un espace vecto-

riel E (de dimension finie).

direct ¥ x V' de deux variétés; puisque les applications X > x, X > x’
' On a alors

sont continues, x et x’ sont deux variables aléatoires.
moyenne F(x) = u(F)
THbOREME . o

’ (1'6' 187) Si u et u’ sont des lois de'probabilité sur des vanetes V et V', le produit
’ tensoriel u @ y’ est une loi de probabilité sur ¥ x V.

Vérification immédiate : appliquer (16.60) et (16.123).

| siF est p-intégrable.
Eneffet F*()(1p = p(lge F) = u(F).

Exemple

(16.188) — Revenons aux notations (16. 186) ; on dit que x et x’ sont des variables Soxt x une variable aléatoire 4 valeurs dans un espace vectoriel E. On

U . . s x . : ’ 1 exist

aléatoires indépendantes si la loi de probabilité de . est le produit appelle moment d’ordre p de x le tenseur (1l existc)
] K . . xl

tensoriel de deux lois de probabilités u et u'; on vérifie alors (%) que petu’

sont les lois de probabilités respectives de x et x'. '

moyenne x @ x - @ .x

le produit tensoriel comportant p termes (2).

s .

(%) Si x est une variable aléatoire, s’il existe des applications continues x > y, y 1> z, la
définition de z comme variable aléatoire au moyen de 'application x = z, ou par I'intermé-
diaire de y, est la méme.

(®) Excellent exercice !

(*) Définition (16. 144) 15 est Dapplication [x i x], pas [x i 1].

() 1l est commode de considérer le nombre 1 comme moment d’ordre 0 ; la moyenne de x -
comme moment d’ordre 1. Pour la définition du produit tensoriel x ® x -+ ® x, voir par
exemple J.-M. Souriau, Calcul linéaire (P.U.F.), § 13

i
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DEFINITION, THEOREME Exemple
( Soit E un espace vectoriel de Jdnlmensmn finie ; Q une partie de E, Soit x une variable aléatoire. Posons Ax) = ) : on vérifie que
— On dit que Q est convexe si A ®x

1

. ] . ~ 1 2 3 i
[x€Q0,y€0,0 <s < ] = [sx+[1-sye 0]. P’ensemble Q des 2 ) ol “M et *M sont des tenseurs contravariants
de E, Tespectivement de degré 1 et 2, tels que (*)

14+ 2M(C) + 2M(C)(C) 20 VYCeE*

(16.193) | & — Toute intersection de parties convexes de E est convexe. ‘
— Soit H une partie de E; soit Q Vintersection des demi-espaces -

‘ermés contenant H : t ; ‘ .
f est un ensemble fermé convexe contenant val (F); on a donc

moyenne F(x) € Q ,
yeH

\V/ [xeQ] <« [VIeE* I'(x) < sup I'(3)]

ce qui s’écrit

| Q est le plus petit ensemble-convexe et Jfermé contenant H. I'+2M(C) +2M(C)(C) >0 . YCeE*

IMet2ym désignant les moments d’ordre 1 et 2 de x ; on peut aussi écrire cette
propriété sous la forme

#(C)(C)=0 VCeE*,

La vérification de ¢ est triviale, ainsi que le fait que I'ensemble Q, défini par Q,
contient H, est fermé et convexe. Pour montrer que c’est le plus petit, le lecteur se

référera & Bourbaki (Espgces vectoriels topologiques, Chap. II), qui traite le cas
d’un espace de Banach.

@ étant le tenseur 2M — ‘M ® M; s’appelle tenseur variance de x.
COROLLAIRE (notations de (16. 190)).

(16.194) Si le support de x (') est contenu dans un ensemb}e fermé convexe Q

>

ENTROPIE. LOI DE GIBBS

moyenne x € 0 (si moyenne x existe) . DEFINITION

-

Soit H le supportde u;siI" € E*, soita = sup I'(y) ; posons f(x) = inf (I'(x), @) ;
- yeH : .
on a visiblement f < a et [xe H] = [f(X) = I'®)] ; en utilisant (16.145),

(16.148) on constate donc ,qu'e

a) Soit ¥ une variété séparée ; soit x 1> ¢ un champ continu de densités,
tel que @ > 0 Vx () ; soit 4 la mesure correspondante (16.83).

b) Si p est une loi de probabilité complétement continue de V, il existe
une fonction f'e €(¥V) telle que :

' f20;, p=ixf

I (moyenne x) = I(u(1y) = WL’ o 1) = u(I) = 4(f) < W@ = a;

moyenne x appartient donc a I’eﬁsemble Q défini par (16.193Q), qui est le plus, : : .
petit fermé convexe contenant H. ) on appelle 1-entropie de la loi de probabilité u le nombre
CQF,D, \

. , MHo f) si H o f est A-intégrable
- CoroLLAIRE (hypothéses de (16.191)) : ‘

) v - © si  Ho fn’est pas intégrable
Si @ est un fermé convexe de E, si val (F) = Q, et si moyenne F(x) ’ :
(16.195) | existe : H étant ]a fonction
moyenne F(x) e Q. H(p) = 0 . p=0
: ) LA —plogp si p>0.
3 Il suffit d’appliquer (16.152). - ) ’

Q) Pour lg’notations, voir 1a référence de la note (2) (p. 267).

(') Abus de langage désignant Ie support de la loi de probabiiité de x. (%) Nous dirons que x > @ est strictement positif.
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Fig. 16.1L

(16.199)

(16.200)
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On peut donc — avec quelques abus de notation — écrire

.- j _plogpeldd) | [p=rm].
1 4

— 11 est utile de 'qopnaitre le graphe de H ; il est donné pér la
figure (16.11).

H(p)

. e e
|
I

- 1 1

N 1/e

DEFINITION, THEOREME

Soit ¥ une variété séparée ; supposons donnés :

a) Un champ de densités x - ¢, continu -et stnctemcnt posxtlf définis-
sant ‘une mesure A de V;

" b) Une application continue ¥ de V dans un espace vectoriel E (de
dimension finie).

1) Nous appellerons loi de Gibbs (généralisée) toute loi de probabilité {

“telle que

JzeR, 3ZeE*; (=Axf; fx)=e

¥ est {-intégrable .

—[z+Z(¥(x))]

Alors la A-entropie de cette loi existe, et vaut

V4 7 ' ‘ s=z+ Z(M) {
en posant
| & . M ={(P)
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2) Toute autre loi de probabilité completement continue C' vérifiant
aussi

(¥ = M
a une eniropie strictement inférieure a celle de la loi de Gibbs.

Puisque la courbe représentative de la fonction H'(Fig. 16.1I) a sa concavité
‘tournée vers le bas (la dérivée seconde est H "(p) = — 1/p) elle est située en dessous
de sa tangente en un point p, ; ce qui s’écrit ‘

[p20,p0>0,p#po] = [Hp)< H(po) + [p — pol H'(po)]
en remp]agént H' par sa valeur, cette inégalité devient
' H(p) < po — p — plog (po):

il en résulte, si deux lois de probabilités complétement continues ont comme densités
respectives po, po @, que ’entropie s de la premiére vérifie (*)

5 < I — plog (po) e(dx) .
v

Si la seconde loi est une loi de Gibbs :

po=¢e" [z + Z(F(x)]

on a don¢ s < j. plz + Z(P(x))] o(dx) =z + Z(M),

. 14

I’égalité ne pouvant avoir lieu que si p = p, (Théoréme (16.84)).
. C.Q.F.D.

— Soit { une loi de Gibbs, définie 4 partir de z et Z (notations (16.200)) ;
en écrivant que masse ({) = 1 et que ¥ est {-intégrable, on constate que
les deux intégrales :

\ | =f R C
14

I = J P(x) e 2O (dx)
Y

(*) On utilise le fait que les deux lois ont la méme masse 1, donc que

. - J [po — Pl @(dx) = 0..
. v
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sont convergentes, et que

- (16.203) ' z=log ()
. ' I,
(16.204) | M=
. 10
. (16.205) Réciproquement, si on se donne Z dans E*, si les intégrales I, et I, sont

convergentes, on voit que [, est positive, qu’on peut donc définir un nombre z
par (16.203) ; alors la densité
e~ [t Z(F 0] )

est bien celle d’une loi de Gibbs.

. Exemple : (loi normale) :

(16.206) Prenons le cas ¥ = R", 1 = mesure de Lebesgue;, P(x) =
. v x® x

un élément Z du dual de E peut se définir par la formule
Z(¥(x))=d.x + +X.H.x

[d e R"; H = matrice symétrique]. On vérific qué la convergence de I'inté-
grale I, a lieu si la matrice"H est positive (*); dans ce cas la loi de Gibbs
s’appelle loi normale de Gauss ; on calcule facilement I, en faisant Ie chan-
gement de variable x* = HY? x + H™12 g (%); il vient

' (16.’207) | z=%[a.H *.a — log (dét (H)) + nlog (2 m)]

est défini par les moments du premier et du second ordre de la loi (16.196) ;
le calcul montre que le moment du premier ordre est égal 4 — H™'.q

éléments de la matrice H ™! ; le moment du second ordre s’en déduit immé-
diatement.

La formule (16. 200@) donne l’entropze :

(16.208) : s=7log(2 ne) — é—bg (dét ()

e

) Voir Caleul linéaire, tome 1L
(*) Ceest-a-dire en recherchant I'image de la loi par Papplication x — x*. ~

alors la convergence de /; a lieu également ; on peut donc calculer M, qui

et que les composantes du tenseur varignce (16.196) sont égales aux -
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nous pouvons donc associer, a toute loi de probabilité de R" ayant une
fluctuation réguliére, une loi normale ayant les mémes moments d’ordre 1
et 2; la loi donnée a une entropie inférieure 4 la valeur (16.208), & moins
qu’elle ne soit déja normale.

THEOREME

La correspondance Z > M définie par (16.204) est injective, & moins
" que ’ensemble de valeurs de F soit contenu dans un sous-espace affine
de dimension inférieure a celle de E.

Suppesons en effet que deux valeurs différentes Z, Z’ conduisent au méme M ;
le théoréme (16.200) montre que chacune de.ces deux lois donne I'entropie maximum
compatible avec cette valeur de M ; les entropies sont donc égales, et par conséquent
les densités sont les mémes; on a donc z + Z{¥(x)) =z’ + Z'(P(x)), ce qui
montre bien que val (¥) est contenu dans le sous-espace des y tels que

Z-z210=2-z.

THEOREME (hypothéses (16.200))

- q) Soit Q un ouvert de E* ; supposons qu’il existe une fonction f € ¢(V),
telle que

e N £ f(x) VYxeV, VZe Q

et que les intégrales
. L= j £ 9(dx)
v
I =J P(x) f(x) @(dx)
14

convergent (i). Alors [Z — Ij] est une fois différentiable dans Q ; on peut

différentier I, sous le signe J :

O 8l, = ‘[ ~ BZ](P(x)) e™ 2 p(dx) .
v

b) Si de plus I'intégrale

I =J [¥(x) @ ¥(x)] f(x) p(dx)
v .

2 .
(*) Nous dirons dans ce cas que les intégrales Iy, I, convergent uniformément dans Q.
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(16.210)

converge, on peut aussi différentier I; sous le signe I :

V2 oI = J — P (x) [BZ](P(x)) e~ Z¥D (dx) .
v

Nous admettrons ce résultat. B

— Plagons-nous dans ces hypothéses (16. 210a) en comparant la
formule { avec (16.203, 204), on trouve S

(_16.211)

8z = — [3Z] (M)

ce que I'on peut encore écrire (en identifiant E avec son bidual [E*]* :

- L 0z
(16.212) . | M= A

Cette formule peut se vérifier sur P’exemple (16.207) ;(1). |

une fois différentiable de Z; on tire facilement de (16.210Q)) la fbrmuie

T

‘:(16.213) BZIGM) = — — f {[52](91( I‘)} e 2 o(dx)

‘d’ott découle P'inégalité

[62] (6M) < 0

et méme, si ’ensemble de valeurs de F n’est pas contenu dans un sous-espace
affine de dzmenszon inférieure d celle de E .

- (16.215) s [6Z # 0] = [[8Z](6M) < 0]

injectif, on voit que [Z > M] est un difféomorphisme (?) (de I'ouvert de E*

des ouverts ; ol les conditions (16.210a et b) sont vraies.
(*) En'un sens restreint puisque nous ne sommes pas assurés de existence des dérivées
d’ordre > 2; mais les théorémes: permettant 'inversion sappliquent encore.

— Supposons les conditions (16.2108) vérifiées ; alors M est fonction

.

1l en résulte évidemment que dM/0Z est régulier ; comme [Z - M] est

6] L’ensemble des Z tels que I, converge est alors un ouvert, qui peut étre recouvert par
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ou les conditions d’existence et de différentiabilité sont vérifiées sur un
ouvert de E); alors [M - z] et [M - 3] sont différentiables (une fois au
moms) ; en joignant (16. 200@) et (16.211), on a immédiatement

bs = Z(6M)
ce qui peut s’écrire
__ Os
Z\_ FIi I

ENSEMBLE DE GIBBS D’UN GROUPE DYNAMIQUE

HyYPOTHESES

Soit. U une variété symplectique, G un groupe dynamique de U (*) ; nous
supposerons que :

1) U est une variété séparée ;-
2) G est un groupe de Lie connexe (%) ;
3). G possede un moment u :

N 11 existe-donc une application Y’[x b y] de U dans le dual &* de 'algébre
'~ de Lie ¢ de G (°) telle que

o(Zy(x)) =

o étant la forme de Lagrange de U. -

- Vu.Z] VYZ e % (Z constant)

Nous savons que U posséde une mesure 1 — la mesure de. Liouville —
définie A partir de la densité symplectique 4 (voir (16.96)).

Cette mesure est absolument continue et strictement positive : elle vérifie
les hypotheses (16.197); toute loi de probabilité complétement continue
- de U posséde donc un Lzouvzlle—entrople s (nous I'appellerons simplement
entropie). Nous pouvons aussi construire les lois de Gibbs formées & partir

de I'application ¥ ; ce qui conduit & Pénoncé suivant (hypothéses (16.218)) :

() Définition (11.1).
(*) On rappelle que tout groupe dynamique est un groupe de Lie, nécessairement séparé
(6.12).

(3) Rappelons que les éléments de ¥* s’appellent torseurs de G. Des conditions suffisantes
“d’existence' d’un moment ont ét&¢ données en (11.8).
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1) Soit Q le plus grand ouvert de ¥ tel que VZ € Q, les intégrales

O S Iy =1 e™*% ¢(dx)
JU
N .
Iy =| pe % o(dx)
J U
L= u®pe % p(dx)
J U

convergent, et que les applications Z 1 I, Z v I, soient une fois différen-
tiables sous le signej ™. .

Si Z e Q, nous poserons

VA . z = log (I,)
@ M=7 ,

'

2) Si Z e Q, il existe une loi de probabilité ¢, déﬁnie'par la densité

ot} e"lztuzl g (loi de Gibbs)
elle vérifie (?) A
( moyenne g4 = M

son entropie est -

o) i s=z+ M.Z

.

parmi toutes les lois de probabilité complétement continues vérifiant (,
la loi & est celle qui a la plus grande entropie.

(*)- Nous avons donné en (16.210) des conditions suffisantes ; il suffit qu’elles soient véri-
fiées sur les éléments d’un recouvrement de Q.

(%) L'écriture correcte est {(¥) = M ; on suppose implicitement que I’on a fait de x une-

variable aléatoire, admettant la loi de probabilité {; alors la formule ( résulte de (16.191).

ble de Gibbs d’un groupe dynamique’

1
.

'6‘219) 3) Les applications Z b z, Z b+ s, Z > M sont une fois différentiables,
etl'ona '

! 0z "
Q ﬁ=—'M - M.Z <0 vV &z

Ces résultats sont une simple transcription des résultats (16.200-214), & un
changement de notation prés : puisque I'ensemble de valeurs de ¥ est le dual @*
d’un espace vectoriel %, nous identifions tout élément Z du bidual ** avec un
¢lément de ¥, en écrivant uZ au lieu de Z(y).

THEOREME (suite de (16.219))

— Supposons de plus que G opére effectivement sur U, ¢’est-a-dire que

[aeG,ay =1;] = [a = élément neutre de Gl.

220) | un ouvert Q* de ¥*; les applications
’ Mbz, Mbs, M~ Z

sont une fois différentiables, et I'on a

5 D=z @

M SM.lBZ <0

(V8Z # 0)

Grice aux théorémes {16.209), (16.215), il suffit de montrer que Pensemble de
- valeurs de ¥ n’est'pas contenu dans un espace affine de,dimension inférieure &
celle de @*, cest-a-dire qu’il n’existe pas 5Z e %, c e R tels que

udZ =c (BZ # 0, 8Zetcconstants) .

en. utilisant la définition du moment (rappelée en (16.218)) on voit qu’on aurait
o(Zy(x)) = 0; soit, puisque & est régulier (9. 1), Zy(x) = 0; il résulte immédiatement
de (6.12) que pour tout a réel, 'élémentde G : a = exp(aZg) (e) vérifierait g, = 1, ;
d’ol a = e grice 4 (16.220); ce qui est impossible, puisque, selon (3.1), -

da
& =Zga) #0.
221) — On sait que le moment u n’est défini par le groupe dynamique qu’d une
3 constante additive prés (Théoréme (11.8)); si on remplace 4 par u — g,
on constate que la définition (16.219, 1)) de Pouvert Q ne change pas;
si Z e Q, que les variables z, M, s subissent la substitution :

O 2=z g Z;
(") Abus de notations signifiant 85 = 5M.Z,

M->M-—yu; s 8
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Alors Tapplication Z > M est injective ; son ensemble de valeurs.est
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©(16.221)

e —

Fig. 16.111,

E, ble de Gibbs d’un groupe dynamique

la loi de pfbbabilité &P associée & Z ne change pas ; ’ensemble de ces lois
de probabilités ne dépend donc pas du choix du moment g ; on I'appellera
ensemble canonique de Gibbs du groupe dynamique G. o

— Soit ¢ un élément du groupe G (Fig. 16.111); puisque g5 *.est un symplecto-

" morphisme, 1'image par a;* de la mesure de Liouville 1 est égale 4 A (Théoréme

de Liouville (16.99); si Z-e Q, I'intégrale I, peut s’écrire A(x > e~¥®%); le théo-
réme (16.150) montre donc que I’on a

o Io = A 1 o ¥es'02) ;

ey

Ensemble de Gibbs

g g

or nous savons que I'on a .

P(ag'(x) = gg(P(x) + 0(a™)
0 étant un cocycle symplectique de G (11.17 oj ; en portant dans {, et en posant
Y ' Z' = 45(Z) -

on voit (grice a (11.15)) qﬁe Pintégrale I; correspondant 4 la valeur Q de Z est
convergente, et que I’on a )

& Ip=¢e%"h2 ]
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(4 4

Un caleul analogue montre que les intégrales I{ et I} convergent aussi, et que
les applications Z' I3, Z' I sont dérivables sous le signe | ; en utilisant les

formules &, (16.219), (11.17 ), (16.86), on en déduit le .

' THEOREME (suite de (16.219) ; Fig. 16.1II) . : -
[ — L’ensemble Q est invariant par toute transformation ¢, (a Hgg'
etant la représentation adjointe de G); les variables (16.219) subissent
alors la substitution

Z - ay(Z)
222+ 0@ NYZ =z — 0(a) uy(Z) )
S— S c '

M = agu(M) + 0= 0) = agu(M) ()

a5 ).

Formulons un lemme purement algébrique :

F Soit f un cocycle symplectique d’une algébre de Lie &, c’est-a-dire une
2-forme de ¥ vérifiant :

f(Z1) (2,, Z,)) + F(Z) (25, Z,) + f(Zs) (12, Z)=0.

Soit Z un élément du noyau de f ; soit E Pensemble de valeurs de ad (2).
Il existe alors un tenseur symétrique g de E défini par

Wz, 2Nz = f(Z)(2Z" ¥V¥Z'€e9 VZ'"eE.
La vérification est élémentaire.
THEOREME (suite de (16.222))
Soit f la dérivée de 0 en I’élément neutre ; posons (notation (6.13))
N fZ;f+M.Ad_ VZeQ.
- -Alors ¢

+ 4) fz est un cocycle symplectique de %, qui ne dépend pas du choix du
moment u de G;

b) fAZ)=0 VZeQ:

(*) Le cocycle 6, associé au -groupe G ct au moment y, a ét¢ défini en (1. 17).
(*) Notation (11.28). .
(®) ag(&) est 'image par ay de 13 loi de probabilité ¢ (notation (16.86) ou (16.149)).
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de Ad (Z), tel que
& d(Z, ZV(Z") = fAZ)(Z") VZ'e¥, NZ'€E

- il vérifie .
V ' d(Z"(Z <0 VZ'eE.
d) Si E n’est pas réduit & 0, et si G opére effectivement sur U, g donne 3 E
| une structure d’espace euclidien négatif.

— On sait que f est un cocycle symplectique (11.33); donc aussi fz, grﬁce'a
I’identité de Jacobi.

= Si-on change le moment y, en le remplagant par g — Ko (Théoréme (11.8)),
il résulte des formules (11.18), (11.16), (16.221 {) que f2 ne change pas; d’ot ().

— Différentions I'identité
[Z - z){af(2)) = z — O(a) 2¢(Z)

<

qui est une conséquence immédiate de(16.222), enprenanta = ¢,8a = Z',8Z = 0;
compte tenu de (6. 11), (6.26), (16.219 Q). il vient
Y

M(z',Z)= - f(Z) (D),
d’ou (b).

Lexistence du tenseur g vérifiant ¢ en découle immédiatement (par application
du lemme (16.223)). -

,

— Différentions. comme ci-dessus I'identité
Ze M] (ag(Z)) = ag(M) + 0(a)
autre conséquence de (16.222) ; on trouve
aM
sz (- 2.z2)=/2) + Mad(Z") = fAZ)) .
Posons dZ = [Z, Z'] = Z"; la formule (16.219 Q) .
dM.dZ > 0
s'écrit donc fAZ") (Z") = 0, soit Y. De méme, si Z” # 0,-et si G- opére effective-

ment, I'inégalité dM.dZ < 0 (16.220) montre que g(Z") (Z") < 0; g est néces-
sairement régulier.

C.Q.E.D.

¢) 1l existe un tenseur symétrique g, défini sur P’ensemble de valeurs E

§ 17 LES PRINCIPES DE
LA MECANIQUE STATISTIQUE

ETATS STATISTIQUES

. Soit U I'espace des mouvements d’un systéme dynamique.
En mécanique classique ou relativiste, I’état du systéme (c’est-d-dire la
description compléte de son histoire) est caractérisé par un point x de U.

On appelle état statistique du systéme une loi de probabilité p. sur la
variété U (). :

Autrement dit : en mécanique statistique, le mouvement x d’un systéme
dynamique est une variable aléatoire (Définition (16.183)), dont la loi de
probabilité définit I'état statistique du systéme. )

Quelle interprétation dait-on donner 3 un état statistique ? Les opinions -
4 ce sujet sont assez diverses (®) ; nous n’envisagerons cette question qu’aprés
avoir étudié des exemples (ci-dessous (17.52)).

_HYPOTHESES DE LA THEORIE CINETIQUE DES GAZ

Le probléme initial de la Mécanique Statistique fut 'étude des gaz; la
« théorie cinétique » consiste & décrire un gaz comme un systéme, avec un

(1) On définit souvent (voir par exemple G. Mackey, M athematical Foundations of Quantum
Mechanics) un état statistique au moyen d’une loi de probabilité p, définie sur ’espace de
phases U, & l'instant ¢ (définition (12.31)); on postule en plus une condition (formulée au
moyen d’une équation aux dérivées partielles dans le cas d’une loi complétement continue)
qui revient & dire que I'image P *(u,) de cette loi, par la projection P sur Pespace des mouve-
ments U (Fig. 12.1) est indépendante de t; C'est cette image p que nous considérons directement.

{?) L’état statistique représenterait :

" _ une moyenne faite sur des expériences nombreuses répétées ;

— une simplification pour I'étude des systémes dont I’espace des mouvements a une dimen-

sion trés grande ;

— une évaluation de I'influence d’un « grand » systéme Sur un « petit » auquel il est faible-

ment couplé ;

— une mesure de notre connaissance partielle de Pétat réel d’un systéme (théorie de I'in-

. formation) ; . :

— une description réaliste de la nature-(ce point de vue doit nécessairement &tre rapproché
du point de vue quantique; voir (19.17)).
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espace des mouvements de dimension grande, mais finie ; ce systéme étant -

décrit, de fagon microscopique, au moyen de molécules (elles-mémes
traitées le plus souvent comme des points matériels ou des solides) agissant
entre elles et les parois de la boite supposée contenir le gaz.

— On peut traiter ces actions par la ‘théorie de la diffusion ; supposons,
pour simplifier, que les actions directes sur les molécules (champ électro-
magnétique, gravitation) soient négligeables, et que les interactions se
réduisent 4 des collisions instantanées () ; les symplectomorphismes de
diffusion peuvent alors étre indexés par le temps (%). Rappelons le forma-
lisme (15.61) : '

Si x est un mouvément du gaz qui ne comporte pas de colhslon aladatet,
on écrit.

L X =A%)

x* étant le mouvement qu’auraient les molécules si elles étaient toutes
libres, avec les positions et les vitesses qu’elles ont effectivement 4 la date t;
on pose
¥ .
ttl = At—l-Atl Vt, t'ER

&+ est un symplectomorphisme local de U* 4 U* (U* désignant la variété:
des mouvements du systeme des molécules libres) qui.vérifie les rela-

tions (15.67) : =
Sf = 1,
Sf =St a
StoSL < SL;

E, est 'ouvert de U* composé des mouvements libres tels que, 4 'instant ¢,

toutes les molécules soient l’mterleur de la boite, sans se toucher les unes
les autres.

— On sait que la variété des mouvements du gaz est entlerement définie
par la connaissance des S} (voir (15.68)).

— Le groupe de Galilée opére sur la variété U* ; par conséquent aussi
le sous-groupe & une dimension des translations dans le temps : nous note-
(*) Nous nous plagons dans I’hypothése o il existe un libre parcours-pour les molécules ;

’hypothése selon lesquelles les collisions sont instantanées n’est pas mdzspensable pour appli-
quer la théorie de la diffusion.

La théorie cinétique envisage aussi le cas ol les actions mutuelles des molécules ne sont

‘pas négligeables 4 distance ; ayant formulé des hypothéses sur ces interactions, on recherche
notamment si on peut trouver des états d’équilibre 2 # molécules ayant — en un certain sens —

une limite lorsque n tend vers Pinfini.
(® Voir par exemple le cas du miroir plan (15.110).
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rons simplement é_zu* le symplectomorphisme ay., avec (notat-iong (13.3) :

1R3 0 0
a=1] 0 1 e eeR
0 0 1

Papplication e + ey permet de considérer le groupe additif R comme °
groupe dynamique de U; si x* est un mouvement des molécules libres,
eys(x*) est le mouvement qui s’en déduit par un retard de e.

— Supposons la boite immobile : on admet alors que les S commutent
avec les ey (Cest-a-dire que les lois de collision ne sont pas modifiées par
un retard); il en résulte que les translations dans le temps forment un groupe
de symétrie (voir (15.69) a (15.73)) pour la diffusion; R opére aussi sur
les mouvements du gaz, de sorte que

ey.A, = A;.egs (Vt,e€R)

ey(x) est évidemment le mouvement du gaz déduit du mouvement x par
un retard e.

— Alors le gaz peut étre considéré comme un systéme conservatif — au”
sens (12.153) ; le moment du groupe des translations dans le temps est
simplement le hamiltonien h (ou si on préfere I'énergie), au signe pres;
ce qui s’écrit :

2 [ = Rty

F étant le champ de ‘vecteurs
‘ Fx)= —grad h

défini par le gradient symplectique de la variable dynamique h.

EQUILIBRES D’UN SYSTEME CONSERVATIF

Considérons un tel systéme conservatif ; on appelle équilibre du systéme
un mouvement x qui est invariant par le groupe des translations dans le
temps ’

x) =x [VteR]

on voit. immédiatement que les équilibres sont les points de U ou grad A.
s’annule,
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De méme, on appelle équilibre statistique du systéme un état statistiqué p
invariant par le groupe, c’est-a-dire tel que

LW =p [VteR];

ici tj désigne 'image de la mesure y par le difféomorphisme ¢;, image qui
est encore une loi de probabilité (16.184); cette définition contient la
précédente, si I'on identifie un mouvement x avec la loi de probabilité
définie par la mesure de Dirac §, (1). ‘
o (17.15) Pour rechercher des équilibres, on peut songer 4 prendre un mouvement
, arbitraire x, et A le laisser « vieillir » ; il revient évidemment au méme de
2 : considérer le méme mouvement avancé d’une durée ¢, et de chercher s'il
i existe une limite de ce mouvement — #,(x) lorsque f tend vers + co.
On peut de méme se demander, p étant un état statistique, s’il existe
une limite p* & — (), et si celle-ci est un équilibre statistique. 7
Comment définir la « limite » p,, de cette mesure ? On peut envisager
la limite en norme définie par

]

(17.16) | =15 — peo | > 0

la limite vague, définie par
g

(17.17) ~ 15w () — ualg)  Vge A (V)
.. ES
et la limite vague en moyenne, définie par
1 T
(17.18) - Tlim 'TJ [— W (9l dt - uo(g) Vge H(U).
; o .
(17.19) 11 est facile de montrer que chacune de ces conditions entraine la sui-

vante ; en utilisant le théoréme de Birkhoff (%), on peut formuler des condi-
tions dans lesquelles la limite vague en moyenne existe, et constitue un
etat d’équilibre statistique : la masse de la limite y,, est alors égale & la
masse de y4 — a savoir 1.

On peut aussi montrer, dans certains cas, que la valewr moyenne du
hamiltonien h (supposé u-intégrable) est conservée 2 la limite :

Bolx b B) = plx > h) .

(') En effet 4%(3,) = 8 4, pour tout homéomorphisme 4.
(*) G. D. Birkhoff, Dynamical Systems (1927); voir aussi A. Blanc-Lapierre, P. Casal,
A. Tortrat, Méthodes mathématiques de la mécanique statistique (1959). ’

. de la demi-somme s’écrit J
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4

Si p-est une mesure complétement continue, on vérifie facilement que
Pentropie de 1 (u) est constante et égale & celle de u; mais I’entropie de
la limite vague u,, peut étre différente de celle de p (*); si u n’est pas un
état d’équilibre, on peut montrer — avec certaines hypothéses — que
I’entropie de u,, est plus grande que celle de 1 (*); nous allons seulement
donner un argument heuristique (17.21) et un exemple (17.22).

Supposons x complétement continue ; en la mettant sous la forme
b=t X [
Ko désignant la mesure de Liouville de U (16.96), entropie de y est par définition

Ho(H o f)

H étant la fonction+définie en (16.197). Désignons par uy la mesure définie par

N T .
w@) =7 [ - W@ e xw)]
(1]

on voit facilement (grice au théoréme de Liouville (16.99)) que

Br = po X [1.
Jfr étant la fonction continue définie par
1 T
=7 [ sy
o

on en déduit la formule

tar = 3ur + = To(un)] .

1 est immediat que les mesures uy et Ty(uy) ont la méme entropie ; si ces deux
mesures ne sont pas égales, il en résulte que Ientropie de p,y est supérieure @ celle
de ur ; en effet, si po et p! @ sont les densités de deux lois de probabilité (?), entropie

H(p ; P) @(dx) ; comme H est convexe-(Fig. 16.1I),
]

cette entropie est supérieure & | 3[H(p) + H(p")] ¢(dx), donc a la demi-somme

v
des entropies (€gales dans le cas considéré). B

(') En dautres termes : Ientropie n’est pas continue pour la topologie vague, ainsi que va
le montrer 'exemple (17.22).

(*) Comparer avec le célébre « théoréme H » de Boltzmann, énoncé certainement faux
qui affirme que I'entropie est fonction croissante du temps quand il n’y a pas d’équilibre.

(®) @ désignera désormais Ja densité symplectique de U (16.94).



(17.22)

Fig. 17.1.

(17.23)

'.'(17.24)
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Exemple
On considére une variété symplectique U de dimension 2, munie d’une

carte canonique > x; on fait opérer R sur U au moyen du hamilto-

. q
nien & = [p* + ¢*J*. Soit u une loi de probabilité sur U :

B=po x [,
1o étant la densité de Liouville et f une fonction de la forme (*)
f(x) =p* Fh)

la fonction positive F étant choisie pour que masse (1) = 1 et pour que £
soit u-intégrable (Fig. 17.1).

On peut vérifier que la limite vague de [— t;]* (1) existe, et que Cest la
loi de probabilité u, = ue x f* l: f¥x) = %h”“ F(h)] ; qu’il lui corres-

pond la méme valeur moyenne de I'énergie k; et que entropie de p,, est
obtenue en ajoutant & celle de u le nombre positif log (2 w/e).

support de ¢

support de [:_t]*( ®

— Si I’on part de I'idée précongue que les états d’éqﬁilibres « naturels »
sont ceux qui s’établissent spontanément par vieillissement, les remarques

" ci-dessus permettent de passer & I'idée que les équilibres sont d’autant

plus « naturels » qu’ils ont une plus grande entropie ; puis & formulér le

- principe suivant :

Les états d’équilibre naturels d’un systéme constituent [’ensemble de ,‘

Gibbs du groupe dynaniique des translations dans le temps

(') Notation (16.32) : p* = psip 2 0,p* =0sip < 0.
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parmi les états qui attribuent 2 I'énergie une valeur moyenne donnée, on
sait en effet que les états de Gibbs sont ceux qui ont la plus grande entropie
(Théoréme (16.219)).

On peut donner des. motivations plus raffinées & ce principe (*); quoi
qu’il en soit, nous allons Pétudier en lui-méme, et le comparer a I'expé-
rience ; nous en proposerons plus loin une modification (17.77). &

Un état d’équilibre naturel sera donc caractérisé par un élément Z de

Palgébre de Lie du groupe; Z est donc un nombre réel ; nous constaterons
plus loin qu’il repére la température d’équilibre. En désignant par E la
valeur moyenne de I’énergie h, les résultats (16.219) .nous permettent
d’écrire les formules :

1©

z= 1ogj e Hpdx) | E=— dz
u

dz

A
& <

s=s5+ EZ VA

en introduisant une variable réelle z qu’on 'appelle potentiel thermodyna-

mique de Planck ; la densité de Iétat d’équilibre est

e~ [z+ Zk]

@

¢ désignant, comme dans (17.26), la densite symplectique de U.
Dans le cas général ou les mouvements du systéme ne sont pas tous des

‘équilibres, on peut appliquer (16.220) ; on voit alors que la fonction Z + E

est strictement décroissante, et que 'on a

®§_§<0 «E
dz oE

=2Z |. I

—-En appliquant (16.221), on voit que :

Si on remplace le hamiltonien & par h—h, (h, étant une constante arbi-
traire), les variables (17.26) subissent la substitution

2oz —hyZ

£

E—-FE— ho

A WA s=8

Pensemble des états d’équilibre naturels ne dépend pas du choix de h,,.

(*) Voir notamment A. L Kincﬁin, Mathematical Foundations of Statistical Mechanics

- (trad. anglaise par G. Gamow (1949)) ; Blanc-Lapierre, Casal, Tortrat (référence ci-dessus) ;

E. T. Jaynes, Phys. Rev., 106, 620 (1957) ; Mackey (référence ci-dessus).
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(17.30)

2

(17.31)

(17.32)

(17.33)

Equilibres d’un systéme conservatif

— Comme le groupe des translations dans le temps est abélien, le théo-
réme (16.222) montre que les éléments de ce groupe opérent sur les états
d’équilibre sans les changer — et sans changer la valeur des variables z, E, s ;
le principe de Gibbs (17.24) définit bien des états d’équilibre, au sens (17. 14).

— Voici les équations aux dimensions des grandeurs associées 4 1’équi-
libre (notations (13.13)) : L

o | 4 zZ | T4t

@ | AV E | AT™!

2 N étant la dimension de la variété symplectique U.
On constate que Z n’a pas la méme équation aux dimensions T qu’une_:
translation infinitésimale ¢ dans le temps (13.13), et que les variables z. -
et s n’ont pas d’équation aux dimensions, tant qu’on n’a pas fait 4 = 1, _)
c’est-a-dire tant qu’on n’a pas choisi une unité d’action (comme nous 1-e‘
ferons plus loin en mécanique quantique). Par contre E a toujours I’équa- -
tion aux dimensions d’une énergie.

— Supposons qu’un systéme soit composé de plus:ieurs systémes sans
interactions ; on sait que ’espace des mouvements U est le produit direct
symplectique des espaces_dqs mouvements U; (12.146), ce qui entraine la
possibilité de choisir comme hamiltonien du systéme Icomposé Ia: somme
des hamiltoniens partiels %;; on sait aussi que la mesure de Liouville de U
est le produit tensoriel des mesures de Liouville des U; (16.98) ; en appli-
quant (16.143) et (16.114), on voit que I'intégrale I, (notations (16.201))
pourra s’écrire sous la forme h

Iy = I—[f e g (dx)
J U;

d’otr résulte immédiatement 1’énoncé :

Tout état d’équilibre naturel d’un systéme composé de systémes sans.
interactions s’obtient en faisant le produit tensoriel. d’états d’équilibre
naturel des systémes composants correspondant tous @ la méme tempé-:
rature (*) ; les variables z, E, s du systéme composé s’obtiennent en ajoutantiiy
les variables z;, E;, s; correspondantes des systémes composants.

Dans tout équilibre naturel d’un systéme composé, on peut donc dir
que les mouvements-des systémes composants sont des variables aléatoires

() Voir (17.25). . : i

L e —

A5
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indépendantes (Définition (16.188)); réciproquement, si on donne & chaque
systéme un équilibre naturel, on définit. (par produit tensoriel) un équilibre
du systéme composé ; cet équilibre n’est naturel que si les températures sont
toutes égales. _

- "Ce fait pourrait faire douter de la validité physique du principe de
Gibbs (17.24); il faut cependant remarquer, expérimentalement, que
Texistence d’une interaction, si faible soit-elle, empéché I'établissement
d’équilibre non isotherme (exemple : la conductivité thermique d’une
plaque solide séparant deux milieux) ; notons aussi que les traités de thermo-
dynamique physique définissent Iégalité de deux températures par le fait
que'la juxtaposition des deux systémes en équilibre est encore un systéme
en équilibre; ce fait est d’ailleurs le principe de fonctionnement de la
plupart des thermométres.

GAZ PARFAITS

Soit e‘x_\étudier Iéquilibre naturel d’un gaz enfermé dans une boite. Cette
étude suppose évidemment une connaissance détaillée des interactions entre
~molécules .pour pouvoir calculer I'intégrale (notation (16.201))

I, = f &2 g(dx) .
L

Choisissons une date f; une approximation consistera i remplacer cette
intégrale par I'intégrale prise sur I’ensemble des mouvements qui ne compor-
tent pas de collision 4 cet instant 7 (17.3) (%), ensemble qui est égalaval (4,)
{notation (17.5)); en utilisant le fait que A4, est un symplectomor-
phisme_(15.64), on remplacera donc I, par Ij :

Ié=f
E

@, étant la densité symplectique de 'espace des mouvements libres.
Une seconde approximation consistera 3 négliger le volume propre des
molécules, c’est-d-dire, de fagon précise, & remplacer E, par ensemble E;
des mouvements libres dans lesquels chaque molécule est 4 I'intérieur de
Ia boite a4 la date ¢ (%) ; on est alors dans approximation dite du gaz parfait.
~ On voit alors que la densité de probabilité, I’entropie, le potentiel ther-
- modynamique, la valeur moyenne de Pénergie sont les mémes que si les

e~ % ¢ (dx*)

t

. (" Ce qui revient 3 supposer que I’ensemble des mouvements dans lesquels une interaction

" 'se produit a Pinstant r peut &tre inclus dans un ouvert de probabilité trés petite (si cette pro-
babilité peut étre rendue inférieure 4 tout nombre positif, on dit que ’ensemble est négligeable).

. (®) On traite donc comme trés petite la probabilité pour que des molécules se touchent ou
S'interpénétrent 4 I'instant ¢ donné.

SOURIAU. — Structure des systémes dynamiques
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Gaz parfaits

molécules n’avaient aucune interaction (') — leurs mouvements étant
définis par leurs positions et leurs vitesses & I'instant 7 choisi. En se repor-

‘tant 4 (17.32), on voit qu’on est ramené (%) a 'étude de ’équilibre naturel

de chaque molécule, supposée seule dans la boite d la température donnée .
il se produit donc une décomposition statistique de ’état d’équilibre ; mais

il n’y a pas décomposition dynamique (Pespace des mouvements du gaz n’est,

(17.38)

(17.39)

(17.40) .

(17.41)

en aucune fagon, le produit direct des espaces de mouvements des molé-
cules isolées).

Gaz parfait monoatomigue

On traite dans ce cas chaque molécule comme un point matériel en °
\ . :

mécanique classique. Les résultats sont les suivants :

— A chaque instant ¢, la position et la vitesse de chaque molécule sont

des variables aléatoires indépendantes.
— La loi de probabilité de la vitesse v posséde la densité

mZ 2 2 ' Fo , e .
1 e~mZMA2 o, 1 (loi de répartition des vitesses de Maxwell)

f

m étant la masse, ¢ la densité euclidienne de R303).
" — La densité de probabilité de la position r est ()

1
4

@ étant toujours la densité euclidienne de R3, ¥ le volume de I’enceinte.

Gaz parfait quelconque

On suppose que les dimensions des molécules sont petites devant cell
de la boite (c’est-a-dire essentiellement qu’une moléculeiest « & 'intérieur
de la boite si son centre de gravité I'est); en utilisant la mécanique non
relativiste, on sait que I'espace des mouvements libres :d’une molécule
le produit symplectique de P'espace des mouvements du centre de gravi

(") Et par conséquent pouvaient se traverser I'une I’autre sans &tre déviées.

(%) Soit en supposant que ’espace des mouvements libres des molécules est le produir dir
des espaces- de mouvements de chaque molécule (voir (17.32)), soit en supposant que:.
molécules sont indiscernables et en travaillant sur le revétement défini en (15.46).

(®) @ coincide avec la densité de Lebesgue (16.85); il s’agit donc d’une loi normale
(16.206)). En supposant, selon la coutume, m positive, on voit que 'ensemble Q (not:
(16.219)) est R* : Z peut prendre foutes les valeurs positives. }

(%) Cette formuie suppose négligeables les forces extérieures, tellesique le champ électr
ou la pesanteur. Dans le cas contraire, on trouverait la loi barométrique. :

Chapitre IV
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et de espace des mouvements propres (13. 24) ; ce qui conduit aux résultats
suivants :

a) La position, la vitesse et le mouvement propre de chaque molécule sont
des variables aléatoires indépendantes (1). ’

b) La loi de probabilité des vitesses et celle des positions sont les mémes
que dans le cas monoatomique (17.39) et (17.40) (3). '

¢) La loi de probabilit¢ des mouvements propres est la loi de Gibbs

"] correspondant 3 la valeur donnée de Z.

Thermométre @ gaz parfait

Reproduisons schématiquement le principe d’un appareil utilisé pour la
mesure précise des températures (thermométre @ hydrogéne) : un gaz est .
-enfermé dans un cylindre fermé par un piston de masse M, de poids Mg,

- susceptible — gréce 4 des liaisons parfaites — de se déplacer verticale-

-ment (Fig. 17.11) ; on néglige ’effet de 1a pesanteur sur les molécules (3).

Vide
Piston 7

_ Dans ces conditions, les positions des molécules ne sont plus des variables
aléatoires indépendantes ; la cote { du piston est elle-méme une varighle
a]eatozre, dont on peut calculer la densité de probabilité * -

>

‘= n+1 .—ZMC_Q.
p=[ZMg]"**e *

désignant le.-nombre de molécules enfermées dans la boite.

: (*) Dans le cas de molécules indiscernables, ce résultat est valable sur le revétement : on

pagse aux lois de probabilités réelies en prenant I'image par la projection x 1> # (n‘ota-
n (15.45)), '

H(® 1l existe une vérification expérimentale directe de la loi de Maxwell (17.39) : la fré-
uence d’u.ne raie spectrale émise par un atome dépend, en apparence, de sa vitesse (effet

Doppler-Fizeau) ; les raies émises par un gaz chaud sont donc élargies, avec une répartition
pe;_ctrale_ qui se déduit facilement de (17.39) ; cet effet est utilisé pour des mesures de tempé-
ure dans la haute atmosphére et dans les étoiles. )

%) Simplement pour la facilité du calcul ; une étude plus compléte montre que cet effet

tbien: négligeable dans les conditions usuelles. '
b} La densité de Lebesgue-de R est sous-entendue.
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(17.45)

(17.46)

(17.47)-

(17.48)

(17.49)

(17.50)

(17.51)

Gaz parfaits
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On en déduit immédiatement la valeur moyenne de { :
< Cette formule montre que-Al/moyenne { est frés petit dans les circons-

~'tances usuelles (de I’ordre de 10711 pour un litre d’hydrogéne 4 la tempé-
; ra.lture ordinaire) ; on constate d’ajlleurs que le graphe de la Ioj de proba-
b,ll%téA(l. 7.44) posséde un pic trés aigu; la valeur (17.51) de A¢ donne une

n+1

moyente {= Wg—

d’ol, en introduisant la pression exercée par le piston p = Mg/4 (4 = aire
du piston) et la variable aléatoire V, volume de P’enceinte (V' = Ab)

pxmoyenneV=n;] M.

Or Texpérience montre que les gaz réels vérifient trés bien — lorsqué
leur densité est trés petite (*) — la loi dé Mariotte-Gay-Lussac-Avogadro

~ | pV =nkT

1
I
1
|
|
|
|
|
|
!
I
]
PR

\__

Moyenne ¢

ou T définit la température absolue, k une constante dite constante de
Boltzmann : ¥

k = 1,3804.107 16 erg/degré Kelvin . W . ~On doit ‘donc admettre

Puisque le rapport n/n + 1 est trés voisin de 1 dans les expériences, la

i oncentrée se confond — ex érimentalement — av .
comparaison de (17.46) et (17.47) donne la relation P ec sa valeur moyenne ;

athématiquement, on peut noter que la loi de probabilité de Ia variable

entre la température: absolue usuelle mesurée par le thermométre et |
paramétre Z; encore faut-il comprendre pourquoi la variable aléatoire .
peut &tre confondue, dans une expérience, avec sa valeur moyenne.

1l est facile de déduire de (17.44) la valeur moyenne de {2

moyenne (% = %[;ITHJ

Nous savons que Pentropie s d*un systéme peut s’exprimer en fonction
nergie E, et que I'on a (17.28()

d’ou découle la variance de { (Définition (16.196)); la racine carrée ds tr . ... :
celte variance, appelée erreur quadratiqus moyome wr . vaat J ouve que Z est toujours positif dans les conditions que nous
nnalss.ons (voir (17.39) et (17. 49)) ; on peut donc exprimer inversement E
nptlon de set, éventuel}ement, d’une variable » exprimant les caracté-

es dl._lv Systeme — u étant prise, pour fixer les idées dans une variété ;

2 s

__ moyenne {

il

AL

(*) On rappelle que Z est nécessairement positif (17.39) ; donc aussi p.
(%) Les approximations de la théorie du gaz parfait (17.36) supposent évidemment . de;
molécules écartées les unes des autres — donc un gaz peu condensé.

Fig. (17.11) n’en donne qu’une allure

e

i
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@ étant une 1-forme (appelée, elle aussi, potentiel thermodynamique !
en utilisant (17.49) on écrira

(f ela”on de M l —. s = =u,
; g ) o > .
axVVe} CIleIahsee . en ChOlSlSSd t 87 Cte 5u 0 di 0
du llldependant de T, on tIOll ve la IelathIl de Clape yron-

@ .

Clausius

(17.56) : FE = TdS + o(dy)

avec S=ks

-

' &
dg = — T%(du)

on dit que T et w sont les variables de « tension » associées aux variable;
de « position » S et u; c’est généralement S que I'on appelle « entropie
en thermodynamique ; elle coincide avec s si on a soin de choisir une un
de température tefle que la constante de Boltzmann soit égale 4 1.

~ Si nous faisons évoluer Péquilibre en fonction d’un parametre, et
‘nous désignons pat d la dérivation associée, la formule (17.56) s’éc

va ion i / ;
.valable pour toute transformation infinitésimale isotherme repérée par d
U,

)
.

~CHALEURS SPECIFIQUES

généralement ‘ cmConsidérons un gaz enfermé dans une enceinte de volume ajustable V;
| eApeut prendre ¥ comme paramétre »; la formule (17.56) s’écrit d ;
17.57) dE = dQ + dW e ’ =
. dE = TdS — pdV
avec , )
| , s’appelant la pression (%).
17.58 dQ = TdS dw = w(d 0 i1 . -
(. ) . Q | m|( ) n appelle capacité calorifigue du gaz la quantité d

.. dT . 7
videmment du programme d’évolution choisi. QIT elle dépend

la variable Q sappelle la chaleur et la variable W le travail ; notons qu

— En particulier, la capacité calorifique a volume constant est S
et W ne sont pas des fonctions de S et u, tnais des intégrales d’action

sens du calcul des variations), déperx‘dant du programme d’évoluti o= Tﬁ - k22 dE _ . ds
choisi. Vi dz~ ~ kz iz
(17.59) Divers types d’évolution méritent d’&tre e)'(amin;'aes séparément : évol '

tion adiabatique (S = Cte, pas d’échange de ché.leur, on peut prend vl’inégalité (17.28%) montre que ¢ est foujours positive.

W = E); évolution isptherme (T = Cte, on p:éut prendre Q = T,

W = E — TS); chauffage ou réfrigération (u =iCte; on peut prend
Q = E; c’est le cas ou sont valables les formules (17.26)).

-— Dans I’évolution d pression- constante, on peut évidemnment prendre
W= ~pV,dod O=E+ p¥(cette variable E + pV s’appelle enthalpie) ;
'nous noterons C la capacité calorifique correspondante. ‘
(17.60) — Les formules (17.57), (17.58) constituent une formulation
deux principes de la thermodynamique (équivalence c(;haleur-travail ;dOIT
une « différentielle totale »). Donnons un premier: exemple de calcul thep
modynamique.

: Exemp'e

Supposons (%) que le potentiel thermodynamique de Planck dun fluide
:se mette sous la forme

z= f(Z) + g(V).

glz El:; coa"mci.de.a;rec le résultat de la mesure décrite en (17.43), & condition de supposer

égligeable, A priori, la variance du volume (nous avons calculé i )

g & ! ¢ é cette variance daps le cas d’'un
Wal s s so s :

(®) Ceest ainsi que Pon définit les fluides parfaits dans les traités ‘de thermodynamique ;

“ou d'une fagon équivalente, par le fait que I’énergi indé
3 gie est indépendante d
17.66), expérience de Joule). ’ # volume (formule

. s\ .

Sur la variété parcourue par le couple , le théoréme de Poinc
ul’ ;

VVE = 0 gécrit : K

© %ZSQ - ng + d[w(8)] ~ 8[w(dw)] ~ ld, 8]4) = 0

" e - o i R . . i . h~
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(17.66)

(17.67)

(17.68)

(17.69)

(17.70)

(17.71, 72)

(17.73)

I'énergie

i les capacités calorifigues

E A W | | W B W (N R B S A P

En utilisant les formules (17.26), (17.61), (17.58) on obtient facilemen

E= - f(2)

‘entropie

s=f(Z) - Zf"(Z) + g(V)

Wi B

’ 2
c=kZ2f"Z), C=k [sz”(Z) _4W ] .

! g"(V)
— Le calcul montre que le potentiel thermodynamique d’un gaz parfa
est de la forme (]7.65), avec

1@ = = 210g (@) + 3 [Flog @ wm) + 2]
J .

g(V) = nlog(¥)

les m; étant les masses des n molécules, les z; les potentiels thermodyna-
miques de leurs mouvements propres ().

On voit que la capacité calorifique (3 volume constant) ¢ dépend du
modéle choisi pour les molécules; on démontre facilement les.relations
suivantes — qui sont indépendantes du modele :

AV
s

k C,—cn=k | ®

ou ¢, et C,, désignent les chaleurs spécifiques moléculaires (quotients de ¢
et C par le nombre n des molécules) ; d’oul résulte, pour le rapport y des
chaleurs spécifiques : ’

%1+£<

m

a0

'))=

o

Twlw

(*) Voir (17.42). Si les molécules sont indiscernables, i} faut retrancher & f(Z) la constant
log (n 1), ce qui ne change pas p, ¢, C.
(3 Relation de Robert von Mayer.
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-ces relations (17.71, 72, 73) sont bien vérifiées par les fluides réels suffi-
samment peu condensés. :

Le tableau suivant donne la valeur de z, c,,, y dans divers modéles (*) :

Modéle z . Cr . Y

 Point matériel 0 3 k2 573
- Particule & spin 0 3k/2 5/3 .|

Solide rectiligne ‘log T + Cte 5k/2 7/5

Solide noni-rectiligne 3log T +. Ce | 3k 4/3

Deux points fiés par

< 4/3
une force en r? /

3
o]

3. 37 '
[§+m:| log T+Ct\e

L’expérience montre, pour les gaz monoatomiques, que y est voisin
de 5/3 ; le modéle constitué par un point matériel ou une particule 4 spin
est donc acceptable. Pour un gaz bi-atomique, y est une fonction décrois-
sante de T, qui reste généralement comprise entre 1,6 et 1,3 ; on voit que
les modéles ci-dessus ne conviennent pas, puisqw’ils donnent une valeur
constante & ¢, et y; la difficulté de trouver un modéle moléculaire conve-

" nable a été 'une des motivations importantes de la mécanique quantique.

— La chaleur spécifique d’un solide se calcule immédiatement en sup-

-posant que les atomes qui le constituent peuvent osciller autour d’une
~ position: d’équilibre; dans P'approximation linéarisée (voir (12.150)),

P’espace des mouvements est un espace vectoriel de dimension 6 n (n étant
le nombre d’atomes considérés comme des points matériels), et le hamil-
tonien une forme quadratique positive ; alors la loi de probabilité de I’équi-

libre naturel est une loi normale ; la formule (16.207) donne-immédiate-

ment "z = — 3nlog (Z) + Cte, d’ot la chaleur spécifique atomique
¢, = 3 k; laccord avec Pexpérience est bon si la température n’est pas

- trop basse (loi de Dulong et Petit).

.\MEC.ANIQUE STATISTIQUE COVARIANTE

Le groupe des translations dans le temps (7.9) est un sous-groupe du
groupe de Galilée ; mais ce n’est pas un sous-groupe invariant, ainsi que le

(*) On noterd que P'existence du spin ne change pas les résultats, comme pourrait le faire
croire le prétendu « principe de 1’équipartition de 1’énergie ». ’
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(17.77)

(17.78)

(17.793

(17.80)

- (17.81)

«

(17.82)
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montre un calcul trivial. Si un systéme dynamique est conservatif dans
repére d’inertie, il en résulte qu’il peut ne plus étre conservatif dans un aut
La formulation (17.24) du principe de Gibbs doit donc étre ¢largie, po
devenir compatible avec la relativité galiléenne.
Nous proposons donc ie principe suivant :

Si un systéme dynamique est invariant par un sous-groupe de Lie
du groupe de Galilée, les équilibres naturels du systéme constituent P'en;
semble de Gibbs du groupe dynamique G ’ N

Soit ¢’ l’algébre de Lie G’ ; on sait que %' est une sous-algébre de Lie de
celle de G, notée ¢ ; un équilibre du systéme sera caractérisé par un €lé:
ment Z de'¥’, donc de % ; on pourra écrire

o B v
Z=10 0 e
0 0 0

- en utilisant les notations (13.4) ; Z parcourt 'ensemble © défini en (16.219)
a chaque valeur de 7 est associé un élément M du dual 4'* de ¢, valeu
moyenne du moment u; on peut appliquer les formules (16.219), (16.220
qui généralisent les relations thermodynamiques (17.26), (17.27), (17.28
On voit que c’est Z (17.78) qui généralise la « température » ; le théorém

composé de plusieurs parties sans interactions s’obtient en attribuant

chaque composante un équilibre correspondant d'la méme valeur de Z
Ientropie s, le potentiel de Planck z et le moment moyen M sont additifs. W-

Nous allons donc — comme dans le cas classicjue — interpréter Z au
moyen d’un « thermométre » constitué par une bulle connexe de gaz parfait ;;
on applique encore Ia théorie de la diffusion aux.mouvements libres des:
molécules, et on suppose que le diffuseur admet G’ comme groupe de’
symétrie (Définition (15.69)); en appliquant la théorie des groupes de’

symétrie (15.73), I'approximation des gaz parfaits (17.36), la décompo-
sition barycentrique (13.14 4 13.36), et en portant dans Ia définition (16.219)
de I'ensemble de Gibbs, on constate que le mouvement x du centre de
© gravité de chaque molécule (considéré comme point matériel de masse m)
et le mouvement propre x' de chaque molécule sont. des variables aléatoires
indépendantes, ayant respectivement comme densités de probabilité

Ce ¥z g

C/e—lll’(x').Z (pl s

(e T

'x//(%) et J'(x") étant les moments (dans le dual. ¥* de-lalgébre de Lie:

“changements de variable.

d’isothermie (17.32) gétend immédiatement : équilibre d’un systéme:*

du groupe de Galilée), ¢ et ¢’ les densités symplectiques correspondantes, -
C et €’ des constantes dépendant de la bulle. B- .

Pour interpréter la formule (17.81), nous allons effectuer "quelques

En utilisant le théoréme de Noether, on peut écrire Y(x) = ¥() (Fig. 12.11I)
t

y = r | étant un élément de ’espace d’évolution’V du centre de gravité, y étant

o\ :
Papplication
Yy =m{rx vnr—v, %3] v§?}  (formule (13.36)) .

Puisque le groupe de Galilée opére sur ¥, on peut poser

to
Yo = [ To| = &XP (——:'ZV) ;-
Yo
ona d’;lilleurs i
Io j(otjs)  Brfe  yile r
1 tg] = exp{— 0 0t |pelt
1/ ' 0 0 0 0

(Théoréme (6.12)), ce qui permet notamment de vérifier que

to = 0.

1a formule (12. 116) nous donne d’autre part

Yo v
1] =exp {-—é z} 1
0 0

En posant a = exp\r(é Z) , on voit que

¥()-Z = Ylav(y0)-Z = [ge- ¥(¥o) + é(a)].z (11.170)
= Y(po) a_1e(Z) + 0@).Z (11.15);

en appliquant la formule intégrale (11.224), comme le cocycle 0 est symplectique,
_ on constate que 6(a).Z = 0; on voit facilement que g~ '4(Z) = Z; on a donc

V()-Z = ¥(o)-Z

N (ar— P Y (g g 1 R ] i Y T R [ it § - v

g
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k(17.89)

(17.90)

(17.91)

(17.92)

- (17.93)

(17.94)

(17.95)

(17.96)

17.97)

(17.98)

- Meécanique statistique covariante

en utilisant (17.83), (17.86) et (12.122), on trouve alors

Y(»M.Z = — me[5 | vo — U* |* + f(ro)]
avec ’
U* = O« Iy + l,
& £

S (ro)

1
CHE S

La formule (17.85) montre que
f— ot ) 3
ro = Ax + R) [A = eXp<J<—fs )) €SO(3); ReR ] )

A et R étant fonctions de ¢, on peut interpréter (17.92) en disant que r, est la posi-
tion de la molécule dans un nouveau référentiel, en général accéléré (il suffit de
reconnaitre la formule (12.59)). Nous poserons maintenant

r* =r, v*'= vitesse relative au nouveau référentiel ()

p* = Y =

B
€

Y
€

On a alors

_ o

VACWIE R A 3

U* = o* x r* + y*

la vitesse U et Vaccélération T d’entrainement (12.66) sont données par

U U* r o* x U* + p*
1| = exp(éZ) J 1 0= exp(%Z) . 0
0 ' 0 0 0

La vitesse relative (formule (12.67)) :

v* = exp(j(— o' 1) [v — U*,

peut s’écrire, grace a (17.87) et (17.96)

v =v,— U* |;

(') Ne pas confondre v* ¢t vq,

B T R R T T T T R T i e TR e T

‘Chapitre IV

(17.99)
(17.100)

(17.101)

(17.102)

(17.103)

(17.104)

(17.105)

-
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d’autre part les formules (12.44) et (12.67) montrent qu’il apparait dans le nouveau
référentiel une force, dite force d’inertie QF '
F* = E* — B* x v*
avec
E* = — mlo* x U* + p*]
B* = 2 mo*;

on vérifie immédiatement qu’elles dérivent dun potentiel v* et d’un potentiel-
vecteur A* (Définitions (12.91)) donnés par
v¥ = mf (r*) A* = mo* x r*

ce qui permet de construire le hamiltonien (formule (12.93))

h* = 3m | v* |2 + mf(r*)

En comparant cette formule (17.103) & (17‘.l89‘), tenant compte de (17.98), on
peut donc mettre la densité de probabilité (17.81) du centre de gravité d*une molé-
cule sous la forme

C e o*
¢@* désignant la densité symplectique dans le nouveau référentiel (puisque le chan-
gement de référentiel conserve la forme symplectique o (12.68), il conserve aussi

la densité symplectique) ; ce qui fournit ’énoncé suivant :

(Notations (17.78), (17.94)) .

L’équilibre naturel d’un gaz parfait [au sens général (17.77)] correspon-
dant a une valeur donnée de Z apparait comme un équilibre naturel [au
sens classique (17.24)], avec la température absolue

(k = Cte de Boltzmann)

A 1
o r--1

dans le référentiel ou la position r* est donnée par la formule

r J@*)  p*  y* r*
\V ‘ t|=exp<st| 0 O 1 40 A .
1/ 0 0 0 1

(") Les deux termes de I'expression (17.99) de F* s’appellent respectivement force centri-
fuge ¢t force de Coriolis,

(4) Cette formule constitue Péquation des orbites spatio-temporetles du proupe de dimene
sion | dont Falgebre de Lie est engendrée par /Z (ces orbites ctant indexées par ¢°).

e . - e -
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7.108)

7.109)

7.110)
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Remarques

__ Nous avons supposé¢ ¢ # 0 en faisant le changement de varia-
bles (17.84) : 'interprétation (17. 105) montre que ¢ est négatif dans les
conditions usuelles. :

— Si un systéme est décomposé en systémes sans interactions, I’équi-
libre est obtenu en attribuant la méme valeur de Z aux systemes compo-
sants (17.79); ainsi les systémes composants auront, non seulement la
méme température absolue T (17. 105C), mais aussi le méme référentiel
d’équilibre apparent [(17.1055)) et (17.94)]. :

— Nous avons supposé, pour simplifier, qu’il n’y avait pas de forces
appliquées directement aux molécules (exemple : lattraction terrestre
pour I’atmosphére) ; il suffit, dans le cas général, d’ajouter le potentiel
correspondant au hamiltonien A*.

Exemples

Vent (v =0, p = 0).
On trouve alors

=r* + 9%t f(@r*) = Cte

v

le nouveau référentiel est un référentiel d’inertie; dans ce référentiel la
probabilité de présence est constante, la répartition des vitesses est celle
de Maxwell (17.39); le vecteur v* s’interpréte donc, dans I'ancien réfe-
- rentiel, comme vitesse du vent. i

Fusée accélérée (o = 0,y = 0).

La matrice figurant dans (17.105)) étant alors nilpotente (son cube
est nul), 'exponentielle se calcule immédiatement par développement en
série (6.17); on trouve

2
l'=l'*+’l3*r_
2

e nouveau référentiel a donc un mouvement de translation uniformément
: accéléré, d’accélération B* (on peut penser par exemple a la cabine d’une
. fusée dont le fonctionnement est réglé ad hoc) ; la formule (17. 100) montre
: qu'il y régne une pesanteur artificielle — B* (M le potentiel intéricur est
- % = m ( B*, r* > la densité de probabilité de présence est done propor-
(") Cet exemple a ¢1é choisi par Einstein pour illustrer le principe d'équivalence des forees

de pesanteur et dhinertie,

R T T B I R S T T Jrer e T

e

"

(17.111) }
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tionnelle a exp B*, r* >} ; on trouve la loi barométrique méme

kT
obtenue en supposant accélération de la pesanteur terrestre constante
et égale 4 — p*. 11

Centri{ugeuse B=0v=0).
Alors

r = exp(jl@* ) r*

le nouveau référentiel a donc un mouvement de rotation uniforme, ®* étant
le vecteur rotation (1).
La probabilit¢ de présence du gaz est proportionnelle &

n * *
eXp<2kT|m X r !I)

la présence de m dans cette expressi_on. montre — dans le cas d'un gaz
non homogéne — que la concentration relative des divers constituants varie
avec la distance a I’axe de rotation, suivant une formule immédiate a déduire
de (17.112); cet effet est bien vérifié expérimentalement ; on I'utilise pour
I’enrichissement de 'uranium. H

Appliquons a ce cas la formule (17.82), en supposant le gaz composé
de particules a spin (exemple : un plasma d’hydrogéne ionisé) ; en appli-
quant (13.35) et (14.50), on constate que I'« ¢lément de probabilité » du
vecteur unitaire u portant le spin est

C exp (;—T< u, o* >> ¢(du)

C étant une constante, s le spin, @(du) /’élément d’angle solide (16. 174)‘.
On voit que I'orientation la plus probable du spin est celle de o* ; le rapport

2s |e* |\
kT ’

la vérification expérimentale de cet effet semble difficile, parce que ce
i nombre est trés voisin de 1 dans les circonstances habituelles. B

de sa probabilité a celle de l'orientation opposée est exp

() (|7 107) nous montre que la centrifugeuse doll tourner d Ju méme vitesse cmgruluue que
le gaz et avoir la méme température.
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7.114)

—3)

7.115)

7.116)

7.117)

7.118)

b dieadid,

EQUILIBRE STATISTIQUE D’UN SYSTEME ISOLE

" 1l semble naturel, & priori, d’appliquer le principe (17.77) a un systéme
isolé ; mais cette tentative se heurte a une difficulté de principe : de tels
équilibres n’existent pas.

On peut parvenir a cette conclusion par une méthode purement algé-
brique ; valable, donc, quel que soit le modéle du systéme ; la formule (b)
du théoréme (16.224) s’écrit

" mfy(Z) + M.Ad(Z) = 0

m étant la masse du systéme, f, le cocycle symplectique défini en (12.130),
Z I'élément de l'algébre de Lie définissant I’équilibre, M la valeur moyenne
du moment galiléen. Or on peut vérifier que cette équation impose a Z des
relations qui ne sont vérifiées dans aucun ouvert; ce qui est incompatible
avec les hypothéses (16.219) définissant I’ensemble de Gibbs.

Une seconde méthode pour parvenir a cette conclusion fait appel a la
décomposition barycentrique (13.24) : si le systéme est en équilibre naturel,

son centre de gravité (assimilé a un point matériel doué de toute la masse)

I’est aussi; or on vérifie directement qu’un point matériel libre ne possede

‘pas d’équilibre selon le groupe de Galilée (*). W

1l est clair que la difficulté qui se présente est d’ordre cosmologique :
I'univers galiléen est impropre a posséder un équilibre statistique; bien
que la cosmologie galiléenne soit fort naive, 'observation confirme d’ail-
leurs ce fait : l'univers est en expansion.

Il est donc naturel d’¢luder ce probléme cosmologique, en recherchant
si le mouvement propre (), seul, peut posséder un équilibre conforme au
principe (17.77). On sait que le groupe de Galilée opére sur le mouvement
propre par I'intermédiaire du groupe G’ constitué par les matrices

A 0 O A e SO3)
0 1 e ecR
0

() On sait daillcurs que de tels équilibres définiraient des équilibres pour les fluides par-
faits; or I'expérience, comme le calcul, montre bien gue les fluides parfiits ne possédent
d’équilibre (avee ou sans accélération du type (17.105)) que s'ils sont enfermés dans une boite,

') Detimtion (13 0), ” Y S VR W T I

(17.119)

(17.120)

(17.121)

(17.122)

(17.123)
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(voir (13.30)) ; ce qui conduit a postuler que chaque équilibre naturel du

mouvement propre est défini par un élément

J@ 0 0
Z = 0 0 ¢
0O 0 0

de I’algebre de Lie de G .

On se trouve donc dans le cas étudié en (17.111) : il existe un référentiel
[doué. d’un mouvement de rotation uniforme autour d’un axe passant
par le centre de gravité 0, avec le vecteur rotation ®* = ®/¢] par rapport
auquel on a les apparences d’un équilibre usuel, a la température 7= — 1 /ke.

La formule (16.224b) s’écrit

cxXx of*=0

o désignant la valeur moyenne du moment cinétique propre (13.35);
existe donc un nombre / tel que

‘ ' o = lo*

on exprime cette propriété en langage classique en disant que 'axe de
rotation est un axe principal d’inertie du systeme, et que /I est le moment
d’inertie autour de cet axe.

Par ailleurs, I'inégalité (16.224<)) devient simplement

I1>0.

L’observation confirme bien ces derniéres conclusions (rotation des
corps célestes), alors que différents phénomeénes (radioactivité, rayonne-
ment) s’opposent a4 1’équilibre thermique.

MECANIQUE STATISTIQUE RELATIVISTE

On obtient évidemment un énoncé relativiste en remplagant le groupe
de Galilée par le groupe de Poincaré dans (17.77) : - '

Si un syst¢me dynamique est invariant par un sous-groupe de Lie G’
du groupe de Poincaré G, les ¢équilibres naturels du systéme constituent
I'ensemble de Gibbs du groupe dynamique G'.

Ce principe semble concorder de fagon satisfaisante avee 'expérience §
nous atllons en ¢tudier quel jues conséquences,

s e D o
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Rappelons les notations : I’¢lément de I'algébre de Lie ¥ de G qui fixe
I’équilibre sera noté (comme en (13.54))
A T
0 0

7 =

I' étant un vecteur de I’espace de Minkowski E,, A un opérateur anti-
hermitien de cet espace (4 = — A).

— 1II n’existe pas de décomposition barycentrique en mécanique rela-
tiviste ; mais on peut cependant montrer — en utilisant le théoréme (16.224)
et le fait que la cohomologie symplectique du groupe de Poincaré est nulle
(13.73) qu'un systéme isolé n’a pas d’équilibre naturel — sauf dans le cas

~ dépourvu d’interprétation physique ou le groupe de Poincaré laisse inva-

riants tous les mouvements du systéme (}).
Il faut donc se limiter a un sous-groupe G’ strictement plus petit que G.
Nous allons examiner quelques exemples.

GAZ PARFAIT RELATIVISTE

Considérons un gaz parfait composé de pomts matériels (particules sans
spin).

Supposons d’abord A = 0 (notation (17.124)); on peut montrer que
I'intégrale I, (notation (16.201)) n’est convergente que si I" est un vecteur
du genre passé (la masse des particules étant supposée positive) ; on peut
alors choisir un référentiel d’inertie # par rapport auquel le vecteur I

0
prend la forme %(
€

une translation infinitésimale dans le temps, ce qui permet d'interpréter,
comme en (17.105), ¢ par la formule

e— _ L
kT’
T étant la température absolue, k la constante de Boltzmann.

Repérons une particule au moyen de son impulsion p (13.79) et de sa
positionr (pour t = 0, dans le référentiel %) ; gracea (13.60) et & la descrip-
tion (14.24) des particules sans spin, on trouve la probabilité élémentaire

(pour une particule)
NI
VIR L E M) oap) pran

exp(—z— — T

(") Bicen entendu, on peut nommer « vide » un tel systtme. et considérer gu'il constitue
un équilibre naturel pour tout Z. Cette remarque cesse d'étre purement verbale en mécumque
quantique.

L L P PR

), ¢ < 0 (notation (13:55)); on constate que Z est

(17.130)

(17.131)

(17.132)

(17:133)
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@ désignant la densité euclidienne et z le potentiel thermodynamique de
Planck ; la formule (16.203) donne

)

V étant le volume de la boite contenant le gaz (mesuré dans le référentiel R)
et F la fonction définie par '

F(x) = J e *"?[sh ¢]* ch ¢ do ;
X 0

on a d’ailleurs

K, désignant une fonction de Bessel (*).

On déduit de (17.128) et (17.129) les lois de repartmon des vitesses et
de compressibilit¢ qui remplacent les lois non relativistes de Maxwell et
de Mariotte-Gay-Lussac; la vitesse moyenne (®) est nulle, le gaz semble
au repos dans le référentiel .

On peut exprimer la fonction F par des formules d’approximation valables
a basse température () ; on en w la différence entre les lois rela-

_tivistes et non relativistes. reste négligeable tant que la quantité m/kT est

g_r_algd_e_gg\@,qt__l_}_l_n_lte_,ce qui est le cas dans tous les exemples connus

tpour I’hydrogéne, m/k est voisine de 10'* degrés Kelvin ; la température
au centre des étoiles les plus chaudes semble inférieure a 10'° degrés). W

— En changeant de référentiel d’inertie, on observera un « vent rela-
tiviste » ; la température T relative au référentiel propre est évidemment un
invariant relativiste, défini d’ailleurs par la formule

1

k J{T,T>

— Comment peut-on définir la « température 7"’ relative au nouveau
référentiel » ? Si on tient & choisir une définition qui ne fasse intervenir

T =

() Voir G. N. Watson. 4 treatise on the Theory of Bessel Functions (1944), Cambridge
University Press.
P (14.27).

Jivit+m?

(') Vour le hivre de Synge. The relativistic gas (North Holland, 1957),

(%) La vitesse s'exprime en fonction de p par v =

P P P




7.134)

7.135)

7.136)

7.137)

7.138)

7.139)

7.140)

Gaz parfait relativiste

que la composante temporelle du vecteur I', et qui redonne la température
propre dans le cas du repere propre, on est conduit a la formule de Planck
T =T.1 —2? (v = vitesse du vent)

formule qui a été récemment contestée par divers auteurs ; il nous semble
que cette contestation est un peu académique, puisque la formule (17.134)

n’est qu'une définition — assez inutile par surcroit. Il suffit de noter que le-

vecteur température I' (') définit A la fois la température propre, la vitesse
du vent et le sens d’écoulement du temps.

Dans le cas général A # 0, le gaz ne peut se trouver qu’aux points X de
I’espace-temps E, tels que le vecteur

Iy=Z,X)=AX+T

soit du genre passé ; au voisinage de ce point, la répartition de vitesse est la
méme que dans le cas précédent, I'y étant le vecteur-température.

On décrira par exemple une centrifugeuse relativiste en choisissant
B = vy = 0 dans la définition (13.56) de Z, ce qui donne le vecteur tempé-

rature
®WXr
FX = e%
€

ce qui montre que la vitesse du vent est

on trouve donc le champ des vitesses d’un solide tournant non relativiste (2).

— La formule (17.137) indique aussi I’existence d’un effet nouveau : la.

température propre T du fluide n’est pas constante; elle est donnée, en
fonction de sa valeur T, sur I’axe, par

Ty

JT=1vIZ

T=

EQUILIBRES STATISTIQUES DE PHOTONS

Etudions, dans un référentiel #, une particule de masse nulle (14.29);
on sait définir la trajectoire de la particule relative 3 # (14.33); le point

(') Le vecteur température défini par Van Dantzig. Bergmann, Costa de Beauregard
vaut — Al

() On rappelle quil n'existe pas de délinition relativiste d'un sohde aceelere (voir (13, 09)).

]

;

T ——

(17.141, 142)

(17.143, 144)

(17.‘145)

(17.146)

(17.147)
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‘ r
X = ,@( ) qui appartient A cette trajectoire définit la « position » r de la
0

particule a la date + = 0; on peut repérer tout mouvement x par r
et par impulsion p (13.79); en appliquant (13.59), (13.87), (13.90),

(14.29), #. @) et (14.33), on trouve

\

P P |
=®er) | TS ) 270

(oon
jGMD o P

Q=R A1 P=2
' nipll

d’ou, en portant dans (14.29¢) :

o(dx) (6x) = ( dp, ¢ — ( 3p, dr > — Xs’7|3<p, dp x 8p >

Ipl

n étant le signe de Iénergie, x ’hélicite, s le spin.

Pour calculer la densité symplectique ¢ (16.94), il est commode de
remarquer que — pour toute base S — ¢(S) est la racine carrée du déter-
minant de la matrice des composantes ¢ de la forme de Lagrange dans
la base S; en appliquant (17.145), on en déduit :

@(dx) = ¢(dp) ¢(dr)

¢ désignant au second membre la densité euclidienne de R*; on voit que

cette expression est la méme que si < )  x était une carte canonique (ce

r
qui n’est pas le cas), et que les nombres y, s, # n’interviennent pas dans
cette formule.

Notons que Iénergie E de la particule est donnée par la formule d’Einstein

E=n|pl

qui résulte immediatement de la confrontation de (13.59) et (17.144), ou
cncore de (14, 34),

Y T T T T e
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48)

50)

51)

Equilibres statistiques de photons

Nous pouvons alors étudier l’équilibre statistique d’une telle particule
a la température 7 : en- utilisant le principe (17.123), avec les notations
(17.124), (17.126),«17.127), on trouve la « probabilité élémentaire »

exp <’— . ”) o(dp) o |

z étant le potentiel thermodynamique que nous calculerons plus loin ; on
voit qu’on aura convergence de 'intégrale si la particule est dans une boite
de volume fini ¥, et si les nombres n et T sont de méme signe (*); nous
supposerons bien entendu T > 0; on voit que la possibilité de I’équilibre
thermodynamique exclut [’existence de particules d’énergie négative ; par
contre I’hélicité est arbitraire, les particules peuvent aussi bien étre pola-
risées a droite qu’a gauche.

En remplagant maintenant # par 1, on déduit facﬂement de (17.148) la
densité de probabilité de I’énergie (3)

1

e M ENdE

(E>0). 1

Essayons de décrire le rayonnement a l'intérieur d’une boite maintenue
a la température T (rayonnement du corps noir) par un équilibre thermo-
dynamique de photons, traités comme ci-dessus. On peut, comme dans

le cas d’un gaz parfait, traiter le probléme par la théorie de la diffusion,

ce qui permet de ne pas tenir compte de la structure intime des interactions
entre les photons et les parois de la boite ; mais il y a, avec le cas des gaz,
une différence essentielle : on ne peut pas pomper de lumiére dans la boite,
le nombre des photons est imposé par la nature.

“uivant quelle loi ? Nous allons faire I’hypothése que la lumiere est un
systéme dynamique dont la variété des mouvements Uy, est composée, au
sens (16.8); elle contient non seulement la variété U; (de dimension 6)
qui correspond a wun photon (14.29), mais aussi toutes les variétés Uy,
de dimension 6 N, décrivant le mouvement de N photons, étudiées
en (15.45).

Nous admettrons méme — a titre d’hypothése — la variété U,, de-

dimension 0, réduite & un seul point, décrivant le vide photonique. Nous
appellerons variété de Fock la variété U, ainsi composée.

(') Notons la cohérence de ce résultat avec (14.77) : I'inversion temporelle. qui change le
signe de I'énergic. change aussi cclui de la température (17.135).

(%) L'énergic F ct la vitesse IB sont des variables aléatoires indépendantes (la vitesse étant

répartie nniformément sur ln sphére unind),
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(17.153) Puisque chaque variété pure Uy est symplectique, on sait définir sa
mesure de Liouville (pour N = 0, on choisira la mesure définie de (16.70)) ;
on définira la mesure de Liouville u de Uy par la formule (notation (16.100))
My, = mesure de Liouville de Uy (YN)
ce qui permet d’appliquer le principe de Gibbs (17.24) ou (17.123); en
tenant compte du fait que la variét¢é U; comporte deux composantes
connexes, correspondant aux deux valeurs de I’hélicité, on trouve
© [16 nVk® TN
(17.154) ) | =¥ —”—]
d’ott — en reconnaissant le développement en série d’une exponentielle —
(17.155) z = 16 nVIkT]?
les formules (17.26) permettent d’en déduire la valeur moyenne E de
I’énergie totale contenue dans la boite
17.156) B 4z _ 48 ppikTy®
(7. Cd[1JkT)
et I'entropie
17.157 =z + E _ 64 nVI[kT)® |;
( . ) s = kT - s
comme en (17.54), on peut calculer I’énergie moyenne en fonction de
I’entropie et du volume :
' 3 -1/3 4/3 -1/3
(17.158) E=—n sV
16
d’ou
(17.159) dQ = AT dv AW = = 16 a[kT* AV
el Lo & e PP T YN
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Q désignant la chaleur, W le travail (formules (17.57), (17.58)); on voit
apparaitre une pression de radiation (cf. (17.61)) :

!
3

<|

0) p = 16 fkT]* =

Notons que le nombre N des photons est une variable aléatoire ; la proba-
bilité associée a chaque valeur de NV est ' :

D | =R

N

on vérifie que la valeur moyenne de N est

2) N=z| .

On peut aussi calculer la probabilité p, , pour qu’il y ait n + »’ photons,
dont n polarisés a gauche, n" polarisés a droite :

) e ? - n+n'
3 = |z
_) ) ‘ Pt = |:2:|

En se reportant a (17.30), on constate que ces formules ne sont pas
homogeénes du point de vue dimensionnel : elles dépendent de I'unité
choisie pour I’action ; comme on reconnait dans (17.156) la loi de Stefan-
Boltzmann

E

T = Cte

on peut donc utiliser la valeur expérimentale de la constante de Stefan
pour choisir cette unité ; ce qui donne la valeur

5) 6,45.10727 g cm? sec™ ! ;

alors la formule (17.160) qui donne la pression de radiation est, elle aussi,
conforme a I'expérience.

(" La loi de probabilite (17 161 s appelle loi de Poisson,
e TR

& aeeaman o ViIOlCHE ) S el el
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On pourrait donc présumer que les autres formules ci-dessus sont
bonnes, et calculer par exemple le nombre moyen de photons contenus
dans une boite d’un litre & la température ordinaire (300 °K)

(17.166) N=z=~5.10",

la probabilité pour que tous ces photons soient polarisés & gauche
(17.167) p=¢ ¥ x10710"

etc. ,

Mais la formule (17.150), qui donne la répartition d’énergie des photons
individuels (') n’est pas conforme a ’expérience, qui vérifie de fagon trés
précise la loi proposée par Planck; la figure (17.1V), donne la densité
de probabilit¢ de la variable u = E/kT, pour la statistique ci-dessus

(7 u* e et pour la loi de Planck <1—i u?/le* — 1]> A.
n

(17.168)

Meécanique statistique

02 —

Loi de Planck
Fig. 17.1V.

0,1 —

—
0 1 2 .3 4 5 6 7 8 9 - 10

(!) L’effet photoélectrique fournit, en principe, un moyen pour mesurer directement
I"énergie d’un photon ; la mécanique quantique permet de la mesurer indirectement par la
formule E = hv, h étant la constante de Planck et v la fréquence de la lumiére associée ; on
voit que la figure (17.1V) est un spectre.

(%) Lorsque Planck proposa cette formule (décembre 1900), la notion de photon n’existait
pas encore (clle fut eréée par Einstein en 1905) ; la physique ne proposait alors. pour le rayon-
nement du corps noir, que des modeles hybrides utilisant & la fois la mécanique statistique

‘ classique et les équations de Maxwell (qui représentent des photons déjia quantifics) ; telle
la formule de Rayler; h-Jeans g conduit & une mte ale diver nte (« catastrophe ultra-

B e D T R



17.169)
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Comme dans le cas des gaz parfaits et des solides, la comparaison de la

mécanique statistique et de I’expérience, sans mettre en cause les modeéles

"~ classiques proposés pour les particules ('), montre donc la nécessité d’un
traitement quantique des phénoménes.

(1) Si on ne postulait pas 'indiscernabilité des photons, au sens (15.47), le terme N ! dis-
paraitrait du dénominateur de (17.154) ; ce qui conduirait a remplacer la loi de Stefan-Boltz- ‘
mann (17.156) par . )

48 nV [k TT*

E=—2""1""1
| — 16 VKT

loi complétement inacceptable, car elle conduit & une énergie infinie pour des températures
de ’ordre du °K (dans le cas V' = 1 cm?®).

o





