CHAPITRE VII

Relativité a2 5 dimensions

§ 40 Principes et théorémes généraux de la théorie.
Principes.

(40.1)  — La théorie que nous allons étudier sommairement part des
principes que nous avons posés pour la Relativité Générale (A
savoir (33.1), (33.14). (33.20), (38.1)), avec les deux modifications
suivantes :

(@) Nous supposerons que la dimension de I'univers 17 est 5 an
lien de 4.

(b) Nous remplacerons I'hypothése suivant laquelle U est simple-

(40.2) |- ment connere (38.1.H;) par la suivante (1) :
!_Ez-_ymupc de Poincaré de U est isomorphe au groupe addifif Z des
nombres enliers.
(40.3) — Le lecteur verra plus loin comment ces deux hypothéses,

respectivement locale et globale, peuvent en quelque sorte se
compenser, de fagon que U puisse ressembler & une variété simple-

ment connexe de dimension 4.

- e

(*) 11 rdsulte immédinbement de In définilion (10,28) que le groupe de Poincaréd d'un
espace 1T est composé do seol élément newtre guand U est simplement connexe,




(40.9)

(40.5)

(40.6)
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Théorémes locaux et globaux,

Les théorémes généraux des §§ 35 et 34 se transposent immédia-
tement — moufofis mofandis ; notamment le fidoréme de conser-
pation div' T = (.

— Nous admettrons encore que la gravitation est une connexion
symétrigue, que su{ppééEncE est, en premidre approximation (V) :
p=a -+ by, R
Le théoréme suivant lequel la gravitation coincide avec la

connexion riemanienne (%), ainsi que I'équation d'Einstein
restent wvalahbles.

— T¥autre part, les résultats de la théorie des revétements (§ 10)
permettent de déduire immediatement de 'hypothise (40.2) ei-
dessus les résultats suivants :

Soit U un revéfemeni universel de U 3 P la projection de T sur u;
T un générateur du groupe principal (groupe de Poincard) de

U;

(") Les indices lafine j, &, I, m, ... prendront les valeurs 1, 2, 3, 4, 5,
(% La démonstration de (35.17) est valable pour toute dimension = 2.
(*} Le seul autre génératenr est T-L,
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Alors :

La structure de variété de U se prolonge 4 UU ] ; T est un glis-
(40.7) | sement global de U ; I'équation T=(X) = X n’a pas de solution
| sim=0.

(40.8) | U est connexe ; U est simplemen! connexe. .

(#0.9) | [P(X) = P(Y)] <= [Il existe un entier m tel que X = T=(Y)].

]

On appelle fenillels de U les ouverts E oit I est régulier ; alors :

(40.10) | — P.1 est un glissemen! de Uyl ;

‘! S peut étre recouvert par des feunillets.

Tout champ [ défini sur U peut se « relever », d'une seule [agon,
par un champ f de 17 tel que

[E = feuillet] = [[P.1g]*() <]

(41]_11} On a:
f= sup([P- 171
T+ =T

{autrement dit, le glissement T fnvarie .

{40.12) | Tout glissement global A de U se reléve par un glissement global B

de U, tel que

— Toute antre solution B* de cette équation est de la forme

T=.B (resp. B.T™) [meZ];
On a

| B.TB*=T [e= +]]




00 GEOMETRIE ET RELATIVITE § 41  APPROXIMATIONS QUADRIDIMENSIONNELLES 391
<7
{40,12}5 — Le nombre = ne dépend que de A ; I'application x [A~2] est
un caractére du groupe des glissements globaux de U ; nous appel-
7 | lerons caractére de charge de A le nombre y(A).

*

{z) La courbure de U est nulle;

—— I

(b} Le groupe d holonomie de la connexion riemanienne (voir (28.71))
est reduil 4 Punité ().

— Les glissements A vérifiant y(A) = 1 forment un groupe.

; ) R Des raisonnements analogues & ceux du § 38, et la théorie des
(ﬁ Si y(A) =—1, A_s'appellera une conjugaison de charge. \ | revétements, conduisent aux résultats suivants:
Soit f un lacet de U, ¢'est-d-dire une application continue, dans U, | | _ Le revétement universel U SRR
iegatelailstteidin plort gt plans i {41.3) [_pﬁzﬁiﬁdmn (hyperbolique normal) de dimension 5.

— Il existe une application continue ¢ de R dans ﬁ, telle que ; .
P : - | { — Le générateur T du groupe de Poincaré (40.6) est une fransia-
£ == & H 1 —
{40.13) § — 1l existe un entier m, qui ne dépend que de f et que nous appel- | o

lerons charge du lacet, tel que —— Spit X un point de U; il existe un lacel géodésique de charge 1,

w5 + 2m) = T=(¢(s)) f, tel que f(1} = X ; on Vobtient en posant

— Il existe des lacets ayant fowles les charges enfidres (Y): la
charge d'un lacet change de signe si on remplace T par 'autre
générateur T-L.

F

flets) = P(Y +3 z_{i} [P(Y) = X];

o

(41.4) %
]
3

! nous poserons val (f) = X,

§41 Appmximaliuns qum]ridimensionnclles. ®

(41.1} — Les approximations que nous allons indigquer sont indispen-
sables 4 l'interprétation physique de la théorie ; non pas parce
que les expériences sont gquadridimensionnelles — ce qui n'a évi-
demment aucun sens si la théorie est vraie — mais parce que les
résultats expérimentaux auxquels nous pouvoens nous référer ont
déja une interprétation quadridimensionnelle. :
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Relativité restreinte.

Dans la théorie 4 5 dimensions, nous énoncerons comme suit | o —— N
l'approximation de la Belativité Restreinte : : u u i
(*) Cecl résulte du falt que sur varléld consere, deux points guelconques penvent (*} Cette hypothése est antomatiquenent vérlfide on relativité & 4 dimenstons, ob

étre joints par un are deé courbe: pour celle raison, U est dite connese par ares. U est supposé simplement connexe.




% = oh A A e

(41.5)

(41.6)

392 GEOMETRIE ET RELATIVITE

On suppose désormais que £ est un pecfeur d'espace :
9@ <0

Alors ;

Il existe () une carte F, appliquant RS sur U, oil les G sont
égaux aux éléments de la matrice

b

(41.7)

et ol le vecteur £ est représenté par la colonne

m=‘/—f£.ﬂ:

Eooo

Soient L, I'ensemble des glissements globaux de U qui laissent
invariant le champ [X - g]; L7 'ensemble de leurs relévements
a U (40.12).

— Alors L3 est le groupe des opérateurs
B [Y-CY+Y,
oit C est un affineur de U vérifiant simultanément
C.C=13;
CQ = e} [e =3(P.B/P) = £+ 1]

et, si 1 est orienté,
—

d.E-t {C} =

{*) On peut seulement montrer que F est une carte pour fo struclere GF 1 nons admettrons
comime hypothise sapplémentaire, que F est une carte pour la structure de variété

de U, définie en (40.7).

il o el
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(41.7) | — Le groupe Ly et la projection [X - ]TC] donnent a}l une strue-
ture d'espace fibré, dont les fibres sont les « cercles » X, et dont la

base U posséde la géométrie de la Relafivité Resfreinle @ 4 dimen-

f sions ().
Remarques :
r — (est ce derpier théoréme (41.7) qui donne la clef de Uinter-
(41.8) prétation physique de la théorie pentadimensionnelle : on iden-
tifiera U & l'univers « usuel » 4 4 dimensions.
(41.9) — Soit A un élément de L ; B son relévement & U (40.12). B

est représenté dans la carte F (41.6) par un changeur de carte
Ft.B.F [z~ Nz + x)

" ot la matrice N est de la forme

M étant une matrice d'ordre 4, de la forme étudide en (38.8).

Omn en déduit que le groupe Ly est le produil direct du « groupe

de Lorentz non homogene » classique Lg par le groupe des substi-
tutions

‘?.-:rr;r’
i *'i: [ef® — ze%9] |2] =1; -
i M Ed e
lui-méme isomorphe au groupe orthogonal 4 2 dimensions O{R®).

Or, en Mécanique Quantique, on est amené 4 décrire les glis-
sements de Lorentz, les Iransfamw!iuns de juuge électromagnétique

ef les transformations appelées conjugaisons de charge par ce pro-

) I s'agit led de la g;é-:-m-:trl: nait sépards {vmr {36 16), note 1) ; il est I'nclile de passer
i l'antre.
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duit direct Ly > O(R®) (') ; nous trouvons done une inferpréfation
physigue de la géométrie de U; elle sera confirmée plus loin.

(41.10) — Dans le cas oit U est supposé erienté, on a de plus la relation

edel (M) =1

on peut seulement dire que Ly est le quotient de L;; par un sous-
groupe distingué isomorphe & O(R%); en d'autres termes, que Ly,
est une extension du groupe Ly par O(R?).

Hemarquons que, méme dans ce cas, la variété quotient U n'est
pas orientée (voir (38.11)), et qu'il exisle des conjugaisons de chorge
(cas e = — 1).

(41.11) — Le nombre o = Vil apparait comme une «longueur élé-
7 _menlaire » de la théorie; nous constaterons plus loin qu'il est
frés pefit devant les longueurs usuelles en physique nucléaire (qui
se mesurent avee unité 10-1% gm),

e ——————

(11.12)  — Il est évident que la théorie, sous sa lorme actuelle, ne permet
_ni de calculer la valeur de @, ni de prévoir que £ esl un vecteur
d'espace (41.5), ni

est trivial (41.2

tence des champs, encore ineonnus, qui constituent la malicre.
g TR il

e B
P

que e groupe d’holonomie de la connexion

;{ces faits, que Ton peut considérer comime des
constalalions expérimentales, dérivent probablement de Dexis-

(41.14) ~ — Nous allons voir que 'approximation que nous venons d’étu-
§ dier implique la nullité du champ électromagnétique (41.66, 65,
w 49, 48); nous verrons aussi comment nous débarrasser de cette
— reslriclion.

Approximation de Jordan-Thiry.
(41.14) Considérons la carte I, définie en (41.6) sur le revéfement U dans
le cas de la relativité restreinte, el faisons varier le champ [X ~ g]
7 o modérément », ;
J

(Y Veir & ce sujel L. Michel, Nuove Clmento, 9, 319 (1953).

- {41.15)

(41.16)

b

 {41.17)

t j cette approximation, on aura done 3,9, = 0, ou encore [og]ug =0
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Daprés (40.11), les g;, seront des fonctions périodigues de x5, de
période w; si on suppose que leurs défivées sont voisines de leur
valeur initiale (nuile), et que la période e est Irés petite, il sera
tentant de considérer les g, comme indépendanis de x5 Dans

25.106) ; . !g" 7
{formule ( ) Eﬂk .
Nous appellerons approximation de Jordan-Thiry () I'hypothése
suivant laquelle il existe sur U un champ de vecteurs [X -~ 8X]
el que:

{a) 3,9 = 0; 8X = vecleur d'espace.

(B) 1 existe un atlas du revétement universel U de 17 formé par
des cartes F [z -~ Y], (P(Y) = X), telles que

or = |5 H

F-L.T.F{z) =z + 2r|;, T étant le générateur du groupe de
Poincaré ;

Nous les appellerons carfes standard.

— (est arbilrairement que pons avons attribué la pérlud:{ 2
aux cartes standard ; par un changeur de carte linéaire, nous aurions
pu leur donner toute autre valeur non nulle.

Théoréme :

Désignons par J le champ [X - 8X]; pour tout X de U, l'appli-

cation
flets ~ e (X))

est un lacef de charge 1; nous poserons val (f) = X.

1) La théorie de Jordan-Thiry {(voir I Jordan, Y. Thiry, A. I{th;l-:nilmwiu: (rél. dela
Ey:l 9)) est une théorie pentadimensionnelle, of U'on Suppose @ priers qu 1l existe un vee-
teur &3 vérifiant la condition (a) {principe de slelionnarifé) ; onn ulilise par ailleurs
apcune condition topologigue globale, Les résullats de la théarle de Jordan-Thiry
¢ retrouvent dans la présente approximation : d'oi Je nom de celle-cl,

4%
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— Le groupe § des glissements e, et la projection X - X défi-
nissent sur U une structure despace fibré principal {voir (9.3),
{9.1)), dont les fibres sont les X, el dont le recueil H est le commu-
fant de G dans le recueil de tous les glissements de U. Soit U la
base de cet espace.

Théoréme :

B e B T ———

U posséde une structure dc pariglé de dimension 4

d

(41.18)

— —————

— 5i F est une carte standard de ﬁ, on obtient une carte F de
Uen posant

Il
Ao _—:\—_ Iﬂ
< F(z) = P(F(z)) ; e
.'I:'I'
— Toute carte @ de ﬁ est de la [orme
sup E
Fl

les F; étant des cartes standard.

En effet, on peut prolonger le champ ¢ & U par relépement (40.11), et 4 L[S

en posant g(x) = |, le groupe des ¢ définit alors une structure d’univers.

— T = o~
fibré principal sur ITJ R, avee la projection Y — P{Y) sur UJ, z - x sur

|

La base de cel espace est ﬁUR": c'est un univers (7.7) ; tout glissement
de cet univers appliquant un ouvert de F* dans [T est, localement, la pro-

jection F d’un élément F du recueil de RF U U (définition (7.2) de Ia base) ;
F commute avec les 7 (définition (9.1) des espaces fibrés principanx) ;
4 c'est done une carte standard.
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C CE} d
X P Y
A =TT T

= XA — —— =

I |

| |

| g I

: o =
AF AF

] |

! 1

| I

S e 4
X X
R* RS

(41.19)

-
IVautre part, la projection [Y - F(Y)] est visiblement dicisible par P, le
quolient étant [X -~R] i les théordqmes (7.8), (7.9) montrent que la strue-
ture de ﬁ, considérdée comme hase de ﬁ, s'obtient aussi comme base de U,

elle-méme étant base de ﬁ; or & eelle structure de U est celle de (41.17).

11l reste & vérifler que le recueil de -ET U BR? s& réduit bien, sur B4, & un recueil

classique ; ceci va résulter de (41.21).

C.OF.D.

— Appelons recueil sfandord le recueil R, engendré par les carles
standard ; c'est lui gui donne 4 UUR* sa structure d'univers
fibré.



(41.20) ;

(41.21)

(41.22)

(41.23)

(41.24)

%
%
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En remarquant que tout élément x de RS vérifie
T .
T - [ l] {notations (41.18))
x

on peut écrire la forme générale des changeurs de carfe standard,
cest-d-dire des éléments H de #,, qui appliquent un ouvert de
R® dans B&; & il vient:

o[-0
5 |2t 4 D)

%
H étant la profeclion de H sur B* (H est donc un changeur de
cartes de L), h une fonction réelle; on en déduit immeédiatement
que les changeurs de carte de U forment un recueil classique.

En particulier, si H est un glissemen! de jauge, {ﬁ < lg), on a:

1l = Fil
x" x* + k(%)

— Spit F une carte standard ; désignons par Rp le plus petit
recueil contenant F et les changeurs de earte standard qui con-
serpent x%; Ry est un sous-recueil de R,,, qui définit une structure
d'espace fibré principal sur R®Uwval (FF); cet espace est sans
fauge ; tout glissement A de la base E se reléve de facon unique
par un glissement Ap, appartenant 4 Ry ; on trouve notamment

= PUE]) _ [ﬁ—i,aﬁ(ﬁ;]
mo I 28

si A est un glissement de E, et

() =)

si A est une carte de E.

(41.25)

{41.26) |

(41.27) |

(41.28) |

(41.29) |

(41.30) |

(41.31) |
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— Ceci permet de faire correspondre 4 chaque racine @ de 1J une

racine @y de E; & il suffit de prolonger ® a U (voir (16.3)), en
assurant la condition

Ble ) (Y) = Loy
et de poser, pour tout glissement A de EUR?
D(ANK) = O(AL)(Y)

Ay étant le relévement de A dans R, Y un point quelconque de
UuyRs qui se projetie en X.

— Si 'on change la carte F en F* le recueil Ry peut changer;
on. vérifie, par exemple a U'aide de (41.23) et {41.24), qu'il existe

un glissemen! de jauge B, prolongeant 1y, tel que le relévement
Ap soit remplacé par

Ap = B.AR. B~
on en déduit immédiatement, par application de (41.27), que 1'on

passe de la racine @y a la racine @y, par U'isomorphisme de racine
fz (voir (13.5)) défini par

j& = OB)(Y) [Y se projetant en X]

on a en effet:

D(ANK) = [y @ PoANX).[3

D'autre part, il
est de la forme

résulte de (41.22) que le glissement de jauge B
B(Y) = *(Y)
~ P
5 étant une fonction scalaire de X = P(Y).

par conséquent U'isomorphisme de jauge f3 s’exprime au moyen

des dérivées partielles de la fonetion [}TL ~ ], jusqu'a Pordre k&
si @ est une racine d'ordre k: il suffit d'appliquer (41.29).
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(41.32) — Cet algorithme permet de décrire les champs de U (parti-
culierement les champs invariants par le glissement infinitésimal

X} au moyen de champs de fl, done quadridimensionnels ; les

équations de champ seront invariantes 4 la [ols par les glissements
de U et par les isomorphismes de jauge.
g bR Bk S8 0

Rien nempéche done de considérer les équations de U comme des
équations quadridimensionnelles ; mais, pour retrouver les nota-
Lions en usage, on essaye autant que possible d'introduire des

—

variables invariantes de jouge.

(41.33) Considérons par exemple un tenseur du second ordre, ©, cova-

riant et symétrique. L'étude des glissements de U montre que
Pon peut considérer les 8,, (3, p =1, 2, 3, 4) comme les compo-
sanfes d'un tenseur covariant; les ®,; comme les composantes
d'un covecteur ; que @y est un scalaire.

— D’autre part, dans un glissement de jauge z® —~x® + », on
obtient immédiatement, [en éerivant par exemple que @ deide*
est conserve] la substitution :

i a,, - E'J-:-n + O 4+ E'Fﬁa?-q} cE E}thq:-bpq:'

(41.34) § 9,5 ~ 6, + G090
B55 ~ Bg

Dans le cas d'un lenseur symélrique contravariant, on trouve :
@ gt

(41.35) | @5 - @™ — @M p
@45 . 0% — 20%50.0 + 00,905

— Appliquons ces résultats an tenseur g, dont les composantes

A&‘? sont indépendantes de z° (41,14, 15).
I'invariant de jauge g“.-:: gBX)(EX) est négatif par hypothése
{41.15 a) ; nous poserons &

o) &=V = f

.

{(41.37) |

(#1.38) |
8

T 139 |

(41.40)
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Ia longuenr du lacet X est égale aj Edef =2x%: E peul done

a

étre inlerprété comme le o ravon o du tube-univers ; 10Ug Verrons

qu'il est trés petit, comme il se doit (42.15).
il — e ",

L'image du tenseur confravariant g{?‘ilﬁ.} par la projection [Xﬂ-}A{]
esl un tenseur contravariant § (voir (25.600); & ses composantes

dans la carte l? sont
e =g

Si l'on pose d'autre part

s Hus

Fra = G-
» - Hss

on trouve
o= [ mv=12,34]

— Les 7™ et §,, sont donc les composantes d'un tensenr symé-

Lrigque régulier i, qui donne & U une structure de variéld riemanienne

.

_d 4 dimensions ; U est hyperbolique normale, ainsi qu'on le vérifie

(41.41) %

|

{41.42) |

en choisissant une carte standard F ol les g, sont diagonaux.

— En dehors du scalaire £ et du tenseur g, qui sont invariants
de jauge, on achéve de caractériser le tenseur g par le quadri-
covecteur A ;

gu.ﬁ

95

A,

qui admet la transformation de jauge (voir {41.34)}:

Ay, =t o

On peat alors exprimer les composantes de g par les formules :




(41.43)

(41.44)

(41.45)

€, \yom oo i tanitorns”
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g =g G = Tou — O A4,
prl— T P Y
T —
ﬂ-u -- _gf! —]—Q‘l"ﬁ,'u‘t“ s = —E?

— Une méthode générale pour former des invariants de jange
consiste 4 représenter chaque champ (supposé invariant par les
glissements ¢} au moyen d'une carte F telle que, en un point,
on ait les k premitres des égalités (1)

A =10
3k, + b, =0
0,04, + 3,344, + o0, =0

On peut en effet réaliser ces égalités par transformation de jauge,
car elles fixent simplement les dérivées partielles (Jusqu'a 'ordre
ki) de ¢ ; si I'on considére un champ d'une racine d'erdre k (voir
(19.300), 'image du champ par I, au point considérs, ne dépendra

que de F : elle sera done un invariant de jauge.

— L'isomorphisme de jauge (41.30) permettra ensuite d'exprimer
le ehamp, dans une carte standard quelconque, an moyen de cet
invariant de jauge et des dérivées (jusqu’a U'ordre &) du covecteur .

Ainsi, V'expression (28.40) de la racine des connexions donne,
pour toule connexion de U, la formule :

(1) Mous dirons que la carte est k-frensoersele en ce point @ la premibre équation de
transversalité, £ = 0, exprime que le vecteur 8X[ = J{X)] est orthogonal & la varigté
x* = (' qul passe par ce point.
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Bl
"L : T a,k + D
ol {41.4a}i I = [[fi,—=|=-ftJI‘;., +fls%‘*’ltm+*’J[.£t1[°[.+*|u-e!]
les f‘;, désignant la valeur des symboles de Christoffel dans une
carte 2-fransversale,
— Dans le cas de la connexion riemannienne de U, la formule
classigque (30.12) donne :
AJ. 1 a0 o~ S =
(41.47) T =5 7 [0uFw + 080 — 20l
les H, sont done les symboles de Christoffel de la variété U ;
b B o B
(41.48) M=l =T, =57
2 PE 2 [
en posank
(41.49) Fon = Oyl — 0,k ;
[ 1
% (41.50) { ﬁs = EFed = ED'E;
| @151 s, =0;
(41.52) ‘ T, = o, ;%ﬁ
} {41.53) | Ts, =0

La formule (41.46) permet ensvite de calculer ces symboles de
Christoffel dans une carte quelconque 4 l'aide des invariants de
jauge ci-dessus ;




(41.54)

{41.55)

(41.56) |
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0, =T2, -+ Do, + Tha, + Thot 4,

P}'Eﬂ = 1‘::5 = 1—":15 —|- T‘zn“{u
F}; = T‘gs

I3 = 13, =k, + 14— B2k —

Doty o8, — T3, 4, 4,

-~ 1
— It A A, + ijl[i:-,;.tﬁ + 8,4t]

[is =T§, =TI — I, — TLk A,

rs, = — 1‘15&9

ces formules peuvent d'aillenrs se vérifier, a Vaide de (30.12),
par un caleul direct.

— Soit 5 la base naturelle d'une carte standard (24.13); la base
transversale 5 associde est liée & § par les formules :

S =8, 4 8,8, 8 = 55

55 = ﬁn E = b o~
= det (5) = det (5)

g1 G 3G-1 - 3g1

551 o= 85—t G181 — 351 + &, 25

qui permettent de former les invariants de jauge pour foutes fes
racines d'ordre 1; on peut ainsi franscrire quadridimensionnel-
lement le théoréme de conservation (40.4):-

[div T], = gi*{3;Ty, — F4T,, — T5T,] = 0

H

(41.57)

(41.58) |

§ 41 APPROXIMATIONS QUADRIDIMENSIONNELLES 405
on trouve, dans le cas ol le champ [X - T] est invariant par 8 :
EF .. 3" + 5o =0

g

divEf =0

[div ET], +

en désignant par T le tenseur quadridimensionnel de composantes
T, et en posant

p =T, & =Ts
ces formules s'obtiennent aisément avec une carte transversale,

mais elles sont vraies dans toutes les cartes, puisquielles sont
invariantes de jauge.

— Mous pouvons aussi Lranserive quadridimensionnellement 1" équa-

tion d'Einstein pentadimensionnelle {cf. (40.5), (35.24)):

(41.59) l

(41.60) ]

{41.61)

T,
an—il-l.g,k + Mg EIZ Ui

aver Loujours

les calculs, conduits & Caide des lormules (28.85), (41.54), (41.47
4 53), et en supposant bien entendu les tenseurs Ty des diffé-
rents phénoménes invarianis par le glissement infinitésimal 38X,
conduisent aux équations suivantes, gui sont invariantes de jauge :

— 0 =y
R — 5 R + A= 5 |5 00 5. ) 07T 7]
+xZT

ur”
RS

— G Ok ‘

e



