CHAPITRE IV

Variétés différentiables

sl R DA :.'-. ? *

§ 17 Notations matricielles (')

Soit Ly -

un élément queleonque de l'espace numérique R~ (‘x & R).

Nous poserons

il(x) ='x (pour j=1,2 -+ n)
et, pour tout s réel

r 07

|lfsh =] & (s & la place n® j)

(Y} Pour plus de détalls sur ce §, on peut consulber © J. M. Sountat, « Caleul linédaire »
{Presses Univ. de France, coll. Euclide).
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Les opérateurs /| et |, qui appliquent respectivement R* sur R
et R dans Re, s'appelleront clefs mairicielles.

R® posséde une structure d'espace vectoriel sur le corps R, définie
en postulant la linéarité des clefs matricielles. Cette structure
permet d'éerire la formule

. g
lnn =_E |j':‘
f=1
MNous poserons aussi
ole = s

En convenant d'identifier, dans un espace vectoriel réel dont les
éléments ne sonl pas des opérateurs, tout vecteur V avec 'opé-
rateur linéaire ¥V défini par

¥is) = sV (pour tout 5 réel)
et donc de poser notamment
s() =st si s et { sont réels

on peut éerire

§ |0 s jk
T s j=k

f|, est donc le symbole de Kronecker (noté souvent Bie)

- Nous appellerons colonnes d'ordre n les opérateurs linéaires
4 valeurs dans B~; A étant une colonne (définie dans un espace
vectoriel E queleonque), on voit que

. i-.- . —_—
ﬂ=Z|;-fr‘- » &n posant N =7.A

¥

...;._'In_.:.—&"\'g.
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les opérateurs ‘A (qui appartiennent au dual de E) s'appellent
éléments de la colonne A. Nous noterons aussi

1A
A
(17.10) el
nA
Dans le cas E = R, on retrouve la notation (17.1), les A étant
des nombres.
— MNous appellerons lignes d'ordre n les opérateurs linéaires
définis sur Bv; A étant une ligne (4 valeurs dans un espace vec-
toriel E queleonque), on veit que
.(1'}‘,I 1) A=7% A}-."f—‘. en posant | A, =A.|, |
: o d S|
i les opéraleurs A; (qui appartiennent & ) s'appellenl éléments de
i la ligne A. Nous noterons aussi
‘:fI?.lﬂ} A=TA A, ... A
Dans le cas E=H, on voil que le doal de R® cst composé des
i lignes de n nombres réels,
Un opératenr linéaire A qui applique B® dans R s'appelle mairice
: iréelle) ; en lui appliguant les résultats précédents, on voil que
(17.13) A=T|. A% avee A, =7.A.|
gk 1. B
b
& les nombres ‘A, s'appellent éléments de la matrice A.
:Z:f On peut aussi appliquer les notations (17.10) et (17.12), Sép.aré—
::1 ment ou simultanément, on peot done éerive
&5
@ 15 A, A, L. LA
T ] 2 ] %
gl?‘i{j ﬁ= [.f!il A@ o ;"L,,l o ﬁ. - '-d'L'L -Iaig_ ma s .Iﬂl“
e vA Th, WAL ... WA,
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Les A; = A.|; sont les colonnes de la matrice A ; les A = /| A
en sont les lignes.

On voit notamment que les 7|, [, et /|, sont respectivement les
lignes, colonnes et éléments de la matrice unifé 15, [ce que rappellent
les notations proposées pour les clefs et le symbole de Kronec-

ker].

— Nous appellerons bases (d'ordre n) les opérateurs lindaires
réguliers définis sur R*; foute base S est donc une ligne

S =[88:... 5,

donl les éléments 5, — 5., sont des vecleurs (v vecteurs de base o) ;
pour gue 5 soit réguliére, il faut et il suffit que les 5, soient linéai-
rement indépendants {qu'ils forment un systéme [ibre, en termi-
nologie Bourbali),

Un espace vectoriel E est dit de dimension finie 5'il est I'ensemble
de valeurs d'une base S (on dit alors que 5 est une « base de E v);
on montre que toutes les hases de E ont le méme ordre n, qu
est la dimension de E.

Nous appellerons cobase de E D'inverse d'une base de E; si §
est une base, la cobase 57! est un opérateur linéaire régulier
appligquant E sur H#; 5-7 est done une colonne, dont les élément
51 sont des covecfeurs de E (covecteurs de base).

— 5 et 8" étant deux bases de E, l'opérateur M = 5-1.5° est
done une matrice carrée d'ordre n, régulitre, appelée malrice de
changemen! de base ; les problémes de changement de base se résol-
vent immédiatement au moyen des formules usuelles

L M-1=§-15
S =5.M § — 5 .M~
[S]%=M-1.51 §71=M.§5-

(18.2)

(18.3) | linéaire, l'spérateur dérivé D(F) est continu.
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§18 Opérateurs différentiables

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

E posséde une fopologie usuelle, caractérisée par le fail que les
vecteurs el covecteurs sont des opérateurs linéaires continus (') ; il
¢n résulte évidemment que les colonnes, lignes, matrices, bases
el cobases sont aussi des opérateurs continus.

Définition :

{ Soient E et E' deux espaces vectoriels de dimension finie. F un
opérateur appliquant une partie de E dans E'. Nous dirons que
F est différentiable si:

(@) def (F) est un ourerf de E (pour la topologie usuelle) ;
(b) Quel que soit X dans def (F), H dans E, la limite
F{X + *:H]l — F{X)}

ks

E DHF) ) H) = lim
g}

i existe toujours.

| (¢) Pour H donné, D(F)(X)(H) dépend contindment de X.

Dans le cas E = E' =R, on voit que F est une fonction qui

admet une dérivée continue ; TF) est la fonclion dérivée F'; nous

appellerons encore dérié de F lopérateur D{F) dans le cas

général.

— On dit souvent « continiment différentiable » au lieu de « dif-

férentiable ».

Théoréme :

! Si F est différentiable, I¥ est confinu, l'opérateur D(IF(X) est

E‘} Ci, (17.6)
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& (18.6) |
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b (18.8)

(18.9)
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— Il importe de remarquer que l'opérateur D(F} applique un
ouvert de E dans l'espace vectoriel (de dimension finie} des opé-
rateurs linéaires de E & E',

— On appelle parfois « différentielle » de F, et on note alors dl?,
l'opérateur D(F)(X), ou encore I'opérateur D{F); nous n'ufili-

serons pos celle nolation, qui rend peu de services dans les calculs
pratiques,

— Exemples d'opérateurs différentiables
— Si A est linéaire, A est différentiable, D(A)(X) = A.

— 51 A est quadratique [A(X) = B(X)(X), B bilinéaire symétrigue],
A est différentiable, D(A) = 2B.

= Si F est différentiable dans un ouvert de B~ D(F){z) est une
ligne, dont I'élément n® j est

2 [F(z)]
a]'z]

— En parliculier, si F est différentiable dans un ouvert de Rn»
et prCu.d ses valeurs dans R, D{F)YX) est une matrice a n colonnes
el n’ lignes (matrice des dérivées partielles).

Définition :

Soient E et E’ deux espaces vectoriels de dimension finie.

= Un opérateur F, appliquant une partic de E dans E', sera
dit p fois différentiable (p = 2, 3, 4, .. W) 8

{o) F est dillérentiable ;
(b) D(F) est p — 1 fois dilférentiable,

— F sera dit infiniment différentiable s'il est p fois différentiable
pour tout p.
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5i F est deux fois différentiable, D(F) admet une dérivée D¥F),
D{FX +sH)—D X}

défini par DHF)(X)(H) =lim 2EXE LS i ENX) . pagmyxy(H)

est une limite d'opérateur linéaire, done un opérateur linéaire ;

lexpression [DYF)(X)(H)(K), que nous écrirons simplement

DHFHXWHNK) en sous-entendant un crochet dont la place

n'est pas ambigug&, peut se définir directement par la formule

DAF)XNH)K) =
i FOS -+ sH 4 1) — F(X + sH) — F(X + (K) + F(X)
cid. sl

qui montre que DHF)(X) est symétrique ; par itération, on montre
que

Si I est p fois différentiable, D#{EF)X) est un opératear p fois
linéaire, complétement symétrique.

En d'aulres termes, lexpression D®{FHXMH W) ... (H,) ne
change pas par permulalion des vecteurs H,, et dépend linéaire-
ment de chacun d'eux.

Théoréme (formule de Taylor):
51 F esl p fois différentiable
F(X -+ H) = F(X) + DENX)I) + 5 DEX)EH) + ..

1
+ oo DR - (0D o+ of|H])

|H| désigne la norme de H (définie de fagon arbitraire dans 'espace

v .
E) et of|H|*) un vecteur V tel que % tend wvers 0 lorsque

|H| tend vers 0, X restant fixe.
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Diéfinition :

On dira que F est analytique (réelle) si F est infiniment ditféren-
tiable, et si tout point X de def (F) posséde un voisinage O tel
que la série de Taylor

1
F(X) + DFAX)}H) + ... Py DoE)X)H) ... (H) + ...
converge uniformément vers F(X 4 H) lorsque X 4 H ().

Exermnples :

Un polyndéme P (que l'on peut définir, dans un espace vecloriel,
comme polyndme par rapport 4 des variables C /X, les C; étant
des covectenrs) est analytique; sa série de Taylor ne comporte
quun nombre fini de lermes.

Théoréme (classigue) () ¢

Soient E, E' E" des espaces vectoriels de dimension finie; F une
application d'un ouvert de K dans E; G une applicalion d'un
ouvert de L dans [

Si F et G sont différentiables (resp. p fois différentiables, infini-
ment différentiables, analytiques), F.G est différentiable (resp. p
fois différentiable, inliniment différentiable, analvtique), et 'on a

o D(F.G)(X) = DIFNG(X)). D(GHX)
Théoréme (classique) () :
Soient E et E' deux espaces veeloriels, de dimensions n et n';

F une application différentiable d'un ouvert de E dans E'.

— 51 D{FHX) est régulier (done de rang n), X posséde un voisi-
nage ouvert £ tel que F.1, soit régulier, el que DNEF)Y) soit
régulier pour toul Y dans £2.

— Si D(F)(X) est de rang n’, val (') est un voisinage de F(X).

{1} Cette convergence uniforme se définil & Uaide d'wne norme, doent le choix est
sans influence sur la définitlon.
(% Volr par exemple G, Vavimown, « Théorle des fonctlons s, tome I (Masson &d.).
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Théoréme (classique) :

Soient E et E' deux espaces de méme dimension; F une u_pplica—
tion différentiable (resp. p fois différentiable, infiniment différen-
tiable, analytique) d'un ouvert de E dans E', telle que

{fa) F est réguliére;

{18.17)
i (b D(F)(X) est réguliere pour tout X.

Alors F-! est différentiable (resp. p fois dilférentiable, infiniment
% différentiable, analytique].

La formule (18.15 &) donne immédiatement, dans ce cas:

(18.18) | D(F-D(IF(X)) = [DFNX)]

ee qui montre notamment que la condition {b) est aussi néces-
saire pour que F-1 soit différentiable.

Corollaire :

| Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Les opérateurs A
qui appliguent un ouverl de E sur un ouvert de L, tels que
. A est différentiable (resp. p [fois dillérentiable, infiniment

g s | différentiable, analytique)

':_{13.|E|}
i — D{A)X) est régulier pour tout X

forment un recueil d'espace E, que l'on appelle CYE) (resp. CHE),
| Co(E), C*(E)).

— A est régulier;

On appellera CE) le recueil des homéomorphismes locaux de E
(voir {2.5)); les éléments de CYE) s'appellent parfois difféomor-
phismes locaux de E.

(18.20)
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§19 Variétés
Définition :

Un recueil R, d'espace R~ sera dit classique si:

(7) La topologie naturelle du recueil coincide avee la topologie
usuelle de R=;

(t) Les translations de R~ font partie de &,

— A cause de la condition (a), les éléments de R sont des homéo-
morphismes locaux (c’est-d-dire des applications bicontinues
d'un ocuvert de B* sur un ouvert de B (th. (2.4)).

— 1l résulte de (b) que R donne & R* une structure d’univers,
et plus particulirement d’univers-groupe {13.9),

Exemple de recueils classiques :
— Nous connaissons déja les recueils © "Rp=0,1,2,3,...0,a)

Soient E et E' deux espaces vectoriels de dimension finie. Une
application A d'un ouvert de E dans E' est dite lipschitzienne
si, pour tout X dans def {A), il existe un voisinage £ de X et un
nombre positif & tels que ;

[V Y e0] = [JA(Y) — A(Y)| <k [Y — Y]

Cette définition est indépendante de la fagon dont on définit les
normes des vectenrs de E et de E'. Une fonction lipschitzienne
est confinue.

Nous appellerons CH?(E) I'ensemble des applications régulicres A
d'un ouvert de E sur un ouvert de E, telles fque A et A7 soient
lipschitziennes; c'est un recueil d'espace E. CHP(R®) est un recueil
classigue. On montre que tontes les fonetions différentiables sont
lipschitziennes, si bien que '

CYE) c C"(E) c Co(E)
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— Soit G un groupe de permutations continues de R», conte-
nant les translations; les opérateurs A1, (A & G, @ = ouvert de
R%) est un pré-recucil, qui engendre un recueil classique (voir
§ 2). On peut appliquer ceci notamment au cas on G est le recueil
des translations (on obtient ainsi le plus petit recueil classique);
au cas ol G est le groupe affine (ensemble des A tels que
AX) = M.X + P, M étant une matrice régulitre, P un élément
fixe de Re); ete.

— 5i nous choisissons un groupe G de matrices carrées d'ordre n,
et un indice p (p = 1,2, 3, ... v, w), 'ensemble des opérateurs
A tels que

{a) A = Cr{R"),
(b} pour tout X, D{ANK) & G
forme un recueil classique.

Ce dernier énoncé est un corollaire immédiat de (18.15) et (18.18),
et du fait que [B = A] = INBYX) = D{AIX).

Définition des varidtds :

Soit R un recueil classique de B~ Nous dirons que Uensemble V
est une paridld, de classe R, de dimension n, si nous avons choisi
un recueil R’ tel que :

{2} ' opére transitivement sur Rry V;
{b) Ii* et ¥V sonl des ouverts dans By V;

() La restriction de R' 4 [® coincide avec A.

Remargue :

Toule variété de classe R possiéde une slruclure d'univers, loca-
lement isomorphe & Dunivers B* (muni du recueil &) [voir
(4.11)].
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— Inversement, tout univers V localement isomorphe 4 R» {muni
d'un recueil classique ®) posséde une structure de variété de
classe R, pourvu que V soit disjoint de R (th. 5.3) mais la sfruc-
ture de variélé n'est pas enfiérement délerminée par la struclure
d'univers, sauf si le recueil R est parfait,

— Nous pouvons, comme au § 5, considérer une variété V comme
un univers localement isomorphe 4 l'univers-fype R*; nous utili-
serons la méme terminologie; ainsi:

Soit V une variété (notations de (19.6)).
— Un élément A de R’ s’appellera :

glissement de V si def(A)cV, val(A)cV;
si def (A)c R val{A)c V;
st def (A)cV, wval (A)c R=;

changeur de carfes de V si def (A)c R», val (A) c B~

carfe de W
cocarfe de WV

— Un ensemble de cartes dont les ensembles de valeurs recouveent
V s'appellera alfas de V.

— II est clair que I'ensemble des glissements de V constitue un
recueil (c'est lui qui donne & V sa structure d'univers); que le
recueil des changeurs de cartes colncide avec R, et que notamment
les Lranslalions de R® sont des changeurs de cartes; que l'inverse
d’une carte est une cocarte, et riéciproguement.

— Les cartes sonl souvenl appelées « cartes locales », ou encore
« systémes de coordonnées locales »; en effel, toute carte I¥ met
en correspondance biunivoque le point Fiz) de la variété avec les
n nombres réels 'z que l'on peul done considérer comme des
o coordonnées » de Fix),

— L'ensemble des glissements, cartes, cocartes et changeurs de
cartes de V est un pré-recueil, qui engendre le recueil &',

ok o

-
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Théoréme :

Soit ® un recueil classique de B*; V un ensemble, disjoint de R=;
F; une famille d'opérateurs réguliers, définis sur des ouverts de
Hn, tels que

(¢) F,*.FyeR pour tous j, k;
(B) U val (F;) = V.
|

Alors V posséde une struclure de variélé de classe R, ef une senle,
telle que les F; soient des cartes de V.

Ce théoréme n'est gqu'un cas particulier de (2.11).
C.Q.F.D.

Exemple :

Soit E un espace vectoriel de dimension n; 5 et §° étant deux
bases de I (17.15), 5-1.5' est une matrice réguliére, d'ol1 le théo-
reme

Soit f un recueil elassique de 18", contenant les matrices réguliéres ;
alors tout espace vectoriel E de dimension n posséde une structure
de variélé de classe @, et une seule, telle que les bases de E soient
des cartes.

Ce théoréme permet en particulier de définir sur E la structure
de pariété affine (voir 19.4), de variété de classe C* (p = 0, Lip,
1, 2, 3, ... @, w)

Mais il v a bien enlendu des recueils classiques B qui ne con-
tiennent pas toutes les matrices régulitres; par exemple le recucil
enclidien, défini par le procédé (19.4) en prenant pour G le groupe
des matrices orthogonales; on peut donner une structure eucli-
dienne 4 tout espace wectoriel de dimension finie, mais cette
structure n'est pas canoniquement définie par la structure vec-
torielle,
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Théordme :

Soient R, et R, deux recucils classiques de Rr, tels que R, c Rys
V une variété de classe R, (disjointe de Rr),

Alors V posséde une seule strueture de variété de classe R, carac-
térisée par la propriété suivante: les cartes de V (pour la premiére
structure) sont aussi des cartes de V pour la seconde strueture.

Démonstration : Soit en effet F, I'atlas de toutes les cartes
pour la premiére structure ; les changeurs de cartes F;-'.F, appar-
tiennent & R,, done & R, ; il suffit d'appliquer (19.12),

C.Q.F.D.

— En particulier, toute variété V posséde une structure de varicté
de classe C'; les glissements de B* UV sont alors les homéomor—
phismes locaux ; par suite tout point de V posséde un voisinage
homéomorphe & un ouvert de R* On en déduit le théoréme sui-
vant (1) :

Toute variété V est une réunion d'ouverts connexes deux a deux
disjoints (on les appelle composantes conneres de V) :

Toute variété connexe posséde un resélement universel,
IMfinition :

On appelle variété lipschilzienne (resp. C', C», C=, analyfigue
réelle) une variété V dont les changeurs de cartes sont lipschit-
ziens (resp. différentiables, p fois différentiables, infiniment diffé-
rentiables, analyligues réels).

Il revient au méme de dire que le recueil R des changeurs de
cartes de V est contenu dans C™P (resp. C, C», C=, C¥); le théo-
réme (19.14) permet de prolonger cette définition (19.16) par le
théordme :

(*) Voir la note II, 4 la fln de Pouvrage.
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(19.19)
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V posséde alors une seule siruclure de variété de classe CH'® (resp.
CL Ce C=, C%), telle que les cartes de V restent des cartes de V
pour la nouvelle strueture.

1l importe dome de ne pas confondre les « variétés Cr o et les
o variétés de classe 7w,

— Soient V, et V, deux variétés, de classes i, et R, de dimensions
ny et ng; le produif divect des deus variélés est 'ensemble V, = ¥,

des couples (;:) (P, eV, P,eV,); considérons l'ensemble A
des opérateurs F tels que

o) - ()
Fa(Xs)
F; et F, étant des cartes respectives de WV, et V,; il est clair que

les éléments de & sont réguliers, définis sur des ouverts de H™+™,
et que si F et F' appartiennent &4 &, FL.F (o,

Si les F-LF' appartiennent 4 un recueil classique R de B™+™,
le théoréme (19.12) montre que I'on pourra définir canoniquement
sur V; ¢ V, une structure de classe &, telle que & soit un aflas;
en particulier :

Si deux variétés V, et ¥V, sont Cr, le produit direct WV, x V, posséde
une structure canonique de variété de classe C®, difinie par I'atlas
A& ci-dessous (pour p=10,1,2,3, ... w0, w); la dimension de
Wy ¥ Wy esl la somme des dimensions de V, et de V.

Il est elair que cet énoncé pent s'étendre au produit direct de
plusieurs variétés,

On sait {voir Bourbaki, Topologie générale, chap. I) qu'un espace
topologique est dit séparé si deux points distinets admettent tou-
jours des voisinages respectifs disjoinls. La construction donnée
dla fin du § 5 fournit aisément des exemples de variélés non sépardes.
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Théoréme :

Soit V une variété séparée.

L'image, par une carte F de V, d'un ensemble compact contenu
dans def (F) est compact; V est localement compacte,

Définition, théoréme (*) :

Une variété V est dite dénombrable a Uinfini si elle est séparée
et si elle posséde un atlas dénombrable.

Soit V une variété C7 (p = 1,2, 3, ... «), dénombrable a I'infini;
soit U; une famille d’ouverts qui recouvre V,

Il existe alors des fonctions p,, 4 valeurs = 0, telles que :
{(z) Chaque ¢, est p fois différentiable sur V, et nulle en dehors
de 17,

(8) Tout point X, de V posséde un voisinage ouvert ofl les (X)
sont identiquement nuls, en dehors d'un nombre fini d’entre
eux:ona

2 94X) =1 quel que soit X dans V.
7

On dit que les ¢, forment une partition de Iunité, subordonnée
aie recotpremend U,

Définition, théoréme :

Soit V une variété de dimension n (notations de 19.6).

Nous appellerons racine canonigue de V toute racine ¥, définie
sur I'univers R U V, telle que [si X € R* ot si T est une transla-
tion de Rn), '

@ F(IHX) = Ly,

— Toute racine définic sur une variété V, disjointe de B, est
prolongeable par une racine canonique.

{*) Vair D Fuam, s Varlétés différentiables » (Hermann, Act, Sc. Ind.),

AR ;

e

i
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Démonstration :

Y étant un ouvert de B* UV, on sait que toute racine @ de V
est prolongeable par une racine ¥ de B*U V (th. 16.3); la res-
triction W de 'F"" & R® est une racine d'un univers-groupe ; il existe
done un isomorphisme de racine, Fy, entre ¥ et une racine ¥
vérifiant la condition (19.22. &) (th. (13.10)); & lisomorphisme
G. — | loc8i XeV

E7 | FxsiXeRn
qui prolonge bien 0.

lransforme "I en une racine eanonique ¥,
COFRD.

— 11 est clair, d'aprés (19.22. $) si T est une racine canonique
el si X e R*, que la fibre 1"g au point X coincide avec la fibre
Wy & Vorigine, que U'on appelle fibre-fype. En particulicr, le groupe
slructural de la fibre type est indépendant du point de R» on
on la considére.

Soil F une carte de V; X un point de del (F).

F appartenant au reeueil &' (notations de {19.6)), W(F)(X) est un
opéroleur régulier, qui applique la fibre-type sur la fibre an point
F(X), et qu'on appellera repére.

De méme, si G est une eocarte, 'T(GHX) = V(G G{X)N]! (th.
(12.2)) est l'inverse d'un repére, ou corepére.

Théoréme :

Soil @ une racine d'une variété V; Y esl une racine canonique
prolongeant 4.

— Toute structure invariante des fibres de @ est prolongeable,
d'une seule facon, par une struclure invariante des fibres de ¥ ;
— Si on a défini une structure de la fibre-type ‘¥, qui soit inva-
riante par son groupe structural, celle-ci est prolongeable, d'une
seule fagon, par une structure invariante des fibres de ¥ [donc
de celles de @],

Ce théoréme est une simple application de (12.16). C.Q.F.D.
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Théoréme :

Spit V une variété de dimension n; @ une racine définie sur
Rr UV (par exemple une racine canonique); F; un atlas de V.

Si F est une fomillé invariante de ®-champs définie sur Br, il

existe une famille invariante ' de ®-champs définie sur Ry V,
ef une seule, dont la restriction 4 Br coincide avee 7.
Pour qu'un $-champ f, défini sur un ouvert de V, appartienne
a F7, il faut et il suffit que ses images parles F,~Y appartiennent & F.
& Ce théoréme résulte de la formule

f = sup [Fa[F;"]o(f)

i

valable pour tous les d-champs définis sur un ouvert de V, et
du théoréme (15.10). C.Q.F.D.
— On voit de méme quo'une famille invariante définie sur V est
prolongeable d'une seule fagcon par une famille invariante sur
RrU V.,
Lemme :
Soit V une wvariété lipschitzienne, de dimension n; r un nombre
= 0. Appelons N, Uensemble des chanpgeurs de cartes A de V,
conservant 'origine 0 de H», et tels que

Jim ]_"’iq{l_f o -

X |X]

Les germes en  des éléments de N, forment un sous-groupe dis-
fingué du groupe des germes de changeurs de carte en (.

= La définition de N est indépendante du choix de la norme
sur i : ;
— On sait qu'il existe sur R* UV une racine J, admettant N,

comme novau (th., (14.5)}. On peut en fait en construire de trés
nombreux exemples,

(19.29)

I

.0
(19.30)
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Définition :

Spit @ une racine d'une variété lipschitzienne V; ¥ un prolonge-
ment canonique de &

Nous dirons que @ est une racine d'ordre r si le noyau'de ‘" a Vori-
gine contient N

1l faut, bien entendu, vérifier que cette définition ne dépend pas
du choix de ¥; ceci résulte du théoréme suivant (cf. (14.10)) :

Soit @, une racine canonique dont le noyau est N, ; les racines
d'ordre r sont les racines subordonnées d @y

— On vérifie immédiatement que M, est une Eunct:i.or! décroissante
de r (r <1 = N,DN.}; par suite, si & est une racine d'ordre 1,
elle est aussi racine d'ordre r' pour tout r' plus grand que ryon
pent définic Pordre minimum de @ comme la horne inférieure
des r tels que @ soit racine d'ordre r.

Théoréme :
Soit V une variété C# (p=10,1,2,...); A et B deux changeurs
de carte de V, définis & Uorigine. Alors

A(0) = B(D)

AR el [Dfm}w} ~ DHB)O) pour j =1, 2, ... p]

Ce théoréme est une conséquence immédiate de la formule de
Taylor (18.13).

Corollaire :

Spit " un prolongement canonique d'une racine @, d'ordre p, ..

définie sur une variéte C7. 11 existe une fonction g telle que, pour
tout changeur de carte A et pour tout ¥ dans def (A):

P(ANX) = gDANX), DAANX), - -, DAANX))
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Lemme:
Seient B, (f o 1,2, ..., p) des opérateurs jlinéaires, compléte-
Flﬂl'lf- symétriques, appliquant B~ dans R=: on suppose B, régu-
ier,
Il existe alors un opérateur A, dans C*(R"), tel que

D{A)0) = B,

D}A)(©0) = B,

D*(A)0) = B,
6 Le polyndme P, défini par
1 1
PX) = By(X) + 5, ByX)(X) + ... + pi 2A%) ... (X)

vérifiﬂr !ea conditions $ ; comme D(P){0) est régulier, il existe
un voisinage { de 0 tel que A = P.1,; soil régulier ot que D{AYX)
soit régulier pour tout X (th. 18.16); comme P et 1, sont analy-
tiques, A est analytique (18.15), et A-! aussi (18.17); A e C=(R~).

C.O.F.D.

Corollaire :

Soit V une variété donl le recueil & des changeurs de cartes
vérifie

C*(R%) € R € C*(Rv);
® une racine d’ordre p définie sur V,

Alors @ est prolongeable, d'une seule fagon, par une racine @

d’ordre p pour la structure de variété de classe C» que ¥ posside
canoniquement (th, 19.14).

K
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§ 20 Variétés différentiables

Soit R un recueil classique d'espace B® (définition (19.1)), dont les
éléments sont différentiables :

R < C(R") |
Soit A e, X edel (A); on sait que D{A)(X) est un opérateur
linéaire appliquant R® sur R® (th. 18.3)), que

D(A.B)(X) = D{ANB(X)).D(BXX) (18.15);
il est clair que D{I }(X) = 1,. si £} est un ouvert contenant X.

I est done une racine de l'espace I, muni du recueil R (défini-
tion (12.1)}; il est clair que, pour tout X, la fibre Dy est égale
4 Re (définition (12.2)), et que la structure vectorielle de ces
fibres est invariante (définition (12.15)).

Soit maintenant V une variélé de classe R (définition (19.6));
on peut prolonger la racine D de B® par une racine de By V¥
(th. {(16.3)); la struecture vectorielle invariante se prolonge d'une
seule fagon 4 toutes les fibres de la nouvelle racine (19.24) ; cette
racine est par ailleurs canonigue (déf, 19.22)), puisque D{THX) = 1,,.
si T est une translation de Re D'od 'énoncé :

Théordme, définition:

Soit V une variété C!, de dimension n.

— On peut construire une racine canonique D de la variété V,
telle que, pour tout changeur de cartes A, D{A)(X) soit égal &
la matrice dérivée de A en X,

— Lorsque nous aurons choisi une telle racine D, nous dirons que
V possiéde une structure différentiable (ou que V est une pariéld
différentiable).

— Les fibres de D possédent une seule structure invariante
d'espace vectoriel ; si M est un point de V, la fibre Dy s'appellera
espace vecloriel tangen! 4 V en M; ses éléments : pecleurs fangenis
a4 Ven M
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— Puisque la structure vectorielle des fibres est invariante, les
opérateurs réguliers D{A}(X) sont linéaires [que A soit un chan-

geur de carte, une carte, une cocarte ou un glissement de V]
d'oit le théoréme : . ¥

Soit V une variété différentiable, de dimension n.

— En tout point M de V, 'espace vectoriel Langent Dy a la dimen-
slon n.

— Si F est une care de V, et si X e def (F), l'opérateur D{F)X)
est une base (') de l'espace vectoriel tangent au point F{X).

Exemples :

Soit E un espace vectoriel de dimension n: on sait que E posséde
une structure de variété de classe O, caractérisse par le fait que
les bases de E sont des glissements.

Soit A un glissement de R*UE; & A est une application différen-
tiable, ou wune borne supérieurc d'opérateurs différentiables ; nous
savons déja définir D(ANX), qui vérifie évidemment les axiomes
des racines (), en raison de (18.15); done :

Toul espace vectoriel de dimension finie E posséde une structure
canonique de variété différentiable,

— On voit immédiatement, si MeE, que Dy = E; I'espace
vectoriel langent 4 un espace vectoriel (de dimension finie} E
coincide avee E, en toul point,

— Ces considérations s'appliquent en particulier au cas E — Br,

(*y Volr la définition (17.15), 4

(¥} En fait, on prendra pour définition DEANK) = D{A  1nHX), 0 étant solt B, soit

R~ di .
H“,s ffﬂfﬁ_ﬁu & ee que def (A, 1g) solt un espace vectorlel, et A, 1g difféventiable au
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Définition, théoréme :

Soient V et V' deux variétés C# (p = 1, 2, 3, ..., ) de dimensions
quelcongues ; A une application d'un ouvert de V dans V.

— Nous dirons que A est p fois différentiablesi, pour toutes cartes Fel
F' de Vet V', F'-LALF est p fois différentiable (au sens (18.1), (18.109).
— & Si B est anssi une application p fois différentiable (d'un
ouvert de V' dans une wvariété Ce=, V"), B.A est une application
p fois différentiable d'un ouvert de V dans V"

Remargues :

Si V et V' sont des espaces vectoriels (avec la structure C7 qui
résulte du théoréme (19.13)), on retrouve la définition (18.10)
des opératears p fois différentiables; (20.6) est bien une générali-
sation de (18.10) et de (18.15).

— Si V est une variélé C7, on voit que les glissements, cartes et
cocartes de V sont (comme ses changeurs de cartes) p fois diflé-
rentiables.

— Nous avons déji donné un sens a 'éeriture D{A)(X) dans deux cas:

1) quand A est une applicalion différentiable d'un espace vecto-
riel dans un espace vectoriel;
2) quand A est un glissement de Re UV, V élant une variété
diliérentiable. Te théoréme suivant permet d'englober ces deux
cas dans un cas plus géndral :

Il existe un prolongement du symbole D, et un seul, tel que:

(@) THANX) existe si A est une application différentiable d'un
ouvert d'une variégté différentiable V dans une variété différen-
tiable V', et si X e del (A);

(0} D{ABYX) = D{ANBC)) DB X)

(¢} L'opérateur D{A)(X), ainsi défini, applique I'espace vectoriel
Dy dans l'espace vectoriel D .



(20.10) |
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Démonstration :

Unicité, Soient F et F* deux cartes de V et V'
X eval (F), A(X) e val (F").

F, F' et F'-1. A F étant différentiables, on doit avoir suivant (b) ;

DEFLAFYF-HX)) = DIE-)(A(X)).DA)X).DE)F-1(X))

d'on

O DANX) = D{F'}{F’-liﬁ{}(}].D{F'—I,A.F}(F‘"{X]}.D{F—ll{}{}

Existence. 4 le second membre de ¢ est indépendant du choix

des cartes I et F'; on peut done le prendre comme définition
de D(A)(X); & cette définition conduit bien aux propriétés (am)

@), (0). cQ
.Q.F.D,
It résulte évidemment de la formule < que:

L'opérateur D(A)(X) est toujours linéaire.

— Enfin, § les théorémes (18.16) 4 (18.20) restent vrais lorsqu’on

remplace les espaces vectoriels E, E’ par des s L
tiables, p variétés différen-

Plongements,
Définition, théoréme :
| Soient V et V' deux variétés différentiahles.

— Nous appellerons plongement de V dans V' tout opérateur A
appliquant V (toute entiére) dans V', différentiable, et tel que.
(a) A est régulier;

(B) D(A)(X) est régulier pour tout X,

— O Si A est un tel plongement, I'ensemb]
: € val (A) posséde une
structure de wvariété différentiable ayant pour cartes les A

E

{pour T:oute carte F de V); cette variété a les mémes changeurs
de carles que V; on dira que val (A) est une pariété plangée dans V',

telles que

3

.{20,13} l
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Remarques :

Pour qu'une variété V soit plongée dans la variété différentiable
V', il est évidemment nécessaire que 1; soit un plongement de V
dans V.

— Pour tout X de V, D{1,)(X) désigne Uopérateur identique sur
I'espace vectoriel tangent 4 V en X, et une application linéaire
de cet espace dans l'espace vectoriel tangent 4 V' en X ; done:

Si une variété V est plongée dans une variété différentiable V',
I'espace vectoriel tangent 4 V en X est un sous-espace vecloriel
de I'espace tangent 4 V' en X ; la dimension de V est au plus égale
4 la dimension de V',

— Un exemple de wvariété plongée est fournie par les surfaces
classiques, qui sont des variétés de dimension 2 plongées dans
I'espace euclidien 4 3 dimensions, et possédent en chaque point
un plan fangent,

— 5i V est une variété plongée dans V', et si V et V' ont méme
dimension, il résulte immédiatement du théoréme (18.16) que V
est un ouverf de V'; inversement, tout ouvert de V' posséde une
struclure évidente de variété plongée dans V.

— Si on donne une structure de variété différentiable 4 une partie
V d'une variété différentiable V', et si 1y n'est pas un plongement,
toutes les définitions et notations précédentes deviennent ambi-
gués: nune application différentiable F dans V peut ne plus ére diffé-
rentiable comme applicalion dans V'; de méme, Uéerifure D{IF)(X)
peut avoir denx significafions différentes.

Théeréme de Whitney (') :

Soit V une variété différentiable séparée et dénombrable 4 I'infini,
de dimension n.

(*} Le lecteur en trouvera une démonstralion dans De Faawm, « Varlétés différen-
tiables « (Hermann é&d.).
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— 1l existe un plongement A de V dans R,

— On peut de plus supposer A propre (4) et p fois différentiable
(si Voest C¥) (p=1,2,3, ..., c0).

Théoréme :
Soit ¥V une variété différentiable C?, de dimension n (p =1,
2,3, ...,m): A une application p fois différentiable de V dans
R {n' = n).

L'ensemble V' des X de V tels que
O [A{X) =0, D{ANK) de rang n']

51l n'est pas vide, posséde wne senle sfruciure de varidlé de classe Cr
telle que 1y soit un plongement p fois différentiable de V' dans V:
I'espace vectoriel tangent 4 V' en un point X est le noyau de
D{AYX) ; 1a dimension de V' est n — n'.

En particulier, si [A(X) = 0] = [IMANX) de rang n'], V" est égal
a A0,

— Soit inversement V' une variété plongée dans V, de dimension
plus patite.l

il existe un opérateur A tel que V' soit caractérisé par ¢, nous
dirons que A(X) = 0 est une éguation de V'; toutes les variétés
plongées ne posstdent pas d'équalion, mais on pent montrer
quelles sont des réunions d'ouverts possédanl une équation.

Produit de variétés différentiables.

Nous avons déji vu qu'un produit divect de variélés C* posséde
une structure canonique de variété de classe Cr {19.19) ; ce théo-
réme s¢ compléte par le suivant :

('} Voir la définition des applications propres dans B-D'LIRBA.KI, « -ri}[_li.}li,lﬁit‘: générale »
chap. I {Hermann &d.).
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. Soient Vi, Ve ..., ¥, des variétés différentiables.

La variété produit V=V, x V3 x ... % W, posséde une slruc-

ture de variéte différenfiable, caraclérisée par la propriété suivante
i Fy Fo, - -, Py sont des cartes respectives de Vi, Vi ooy V. la
i carte F de Y {voir (19.18)) définie par
Xy Fi(X,)
Xs Fy( X9
Fi B C I
X, F(X.) .
: a pour dérivie
% X, D(F )X 0 . 0
F & 0 DENXD - 0
DiF e
]E e y - 0 0 D(F, )X}
Remargues: M, 1
ME-
{_‘2.022} — On voit que 'espace vectoriel tangent 4 Vaupoint M = M

g
est le produif direcl des espaces vectoriels tangents aux V, és
points M.
__5i on se donne des points M, pris respectivement dans les W,
fixes 4 I'exception de 'un d'entre eux M,, l'opérateur A :

M,

AM,) = M
M.
est un plongement de V, dans V.

— Siles V, sont des espaces vectoriels, la structure diflérentiable
de V définie par (20.21) coincide avec celle qui résulte de la struc-
ture vectorielle de V.
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1) Espaces fibrés & fibres différentiables.

— Soit E un espace fibré. Il peut arriver que l'on puisse donner
aux fibres de E une sfruclure invariante de variété de dimension N
[voir (8.5)], en particulier de variété différentiable : cela signifie

que chaque fibre de E est une variété (resp. une variété différen-
tiable), et que, pour tout glissement B de E, sa restriction & une
fibre (appelée article) est un isomorphisme de variété; E posstde
alors une structure de variété (resp. de variété différentiable) de
dimension N, pour laquelle les fibres sont des ouverts [de la variété]
et les glissements [de la strue-
Py ~ ture ﬂ_l:arée] des glissements [de
w la wvariété].
v 7 |Din)

— Considérons en particulier

! une racine © d'un espace V,
I i T
, i Nous savons que I'ensemble V¥
| !

V J(J'""-T"‘L /// des couples (}é) (Z e ®y)estun

espace fibré de base V (12.7).
On dira que © est une racine d fibres différentiables (resp. C#) si
chaque fibre ®y de ® posséde une structure de variété différen-
tiable (resp. de wvariété C#) telle que les articles D{A)XK) soient
différentiables (resp. p fois différentiables).

— Les fibres de V¥ possédent alors une sirucfure invariante de
variété différentiable (resp. de classe C) (voir (12.7)).

(20.30)
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— On obtient notamment une telle strueture si les fibres possédent
une slruclure vectorielle invariante, puisque dans ce cas les articles

D{A)X) sont [inéaires.

Application (voir fig.) :
Soit V un espace, @ une racine de V, & fibres différentiables. L'opé-

rateur § défini par
2 QANX)()
W () _ (bomeor@m)

i est une racine de V, dont la fibre {x est I'ensemble des couples

d'un point Z de @y et d'un vecteur W tangent & ®x en Z; ¢ est
subordonnée & @,

2) Racines différentiables.
Définition, théoréme :

Soit V une variété; & une racine canonique de V (19.22).

— Mous dirons que @ est une racine p fois différentiable (p = 1,
2,3 ...,0) si V et la fibre-type @, sont chacune une wvariété
7 de dimensions respectives n et N et si, pour tout changeur de
carle A de V, l'opérateur

() - 2o

est une application p fois différentiable de def (A) »x @, dans @,
— & Alors l'espace fibré [Re U V]? posséde une structure de variété
de classe C#, définie par :

{a) [R®]® est le produif direct des variétés (de classe C%) R et
@, (19.19);

{b) pour tout glissement A de R U V, opérateur A® (voir (12.7))

2 (2) = (o))

est un glissement de [B= 0 V]®.
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7

LN 7 g

:p.,@

|

— En appliquant les définitions (19.19) et (20.30}, on voit que :

R n] 'I"'h" & &,y

S5i F; et G, sont des atlas respectifs de V et ®,, on obtient un
atlas A, de V* en posant:

) (85

1t M
Y w{F,,-J{XJI:G,.tYH) R R, Kedt]

— Ilen résulte gue V¥ {ou [V U R"]?) est une variété de dimension
n 4+ N; que la projection P de V* sur V, définie (12.7) par
P (é{) = X, est p fois différentiable.

— Supposons que nous ayons défini une sfrucfure différentiable
sur @, (20.1); nous savons alors définir les vecleurs fangents 4 O,
en un point Z; nous savons aussi que l'espace vectoriel tangent

4 Re = @, en (}Z() est le produifl direct de K® par 'espace vecto-

riel tangent 4 &, en Z (20.22) ; Ia racine D, ainsi définie sur louvert
[R*]®, peut se prolonger 4 [R*u V]® =[R}®u V? (16.3); ce qui
permet de définir les vecleurs tangenis a Vo

— Soit B un point de V (voir figure), F une carte de V telle que

F(0) = M. & L'opérateur A, défini sur @, par A(Z) = F‘"(g] est
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un plongement p fois différentiable de @, dans V® (définition
20.12)) ; val (A) [qui est égal & @] posséde donc une structure
de variété [de classe C?, de dimension N] plongée dans V* ; O cette

structure ne dépend pas du choix de I7; d'ol I'énoncé :

Spit ® une racine p fois diflérentiable de la variété V.

_ Les fibres de la variété V® possedent une struciure invarianie
de pariété de classe C# (de dimension N); elles admettent un plon-
gement p fois différentiable dans V¥.

— Un vecteur tangent 4 V® en un point sera dit verfical il
appartient au sous-espace vectoriel tangent 4 la fibre qui passe
par ce point.

—. Soit Z un point de [R"]® = R* = @, Tout vecteur tangent
en 7 est. d'une seule fagon, la somme d'un veeteur vertical (tangent
a ®,) et d’'un vecteur paralléle & R (x horizontal ») (th. (20.22));
mais cefte décomposifion n'est pas inveriante par glissement; la
donnée, en chague point N de V¥, d'un sous-espace supplémentaire
des veetours verticaux est une opération arbitraire, appelée dans
certains cas (1) connexion infinifésimale; le § 28 ci-dessous esl
consacré 4 1'étude de l'un de ces cas.

Définition, théoréme :

Soit @ une racine p fois différentiable (p =1,2,3, ..., 20) d'une

varieté V; f un @-champ.
— Nous dirons que [ est un champ p fois différentiable si lopé-
rateur X - (f{};}] est une application p fois différentiable de
def (f) dans V® (munie de la structure C» définie en (20.30)).
— & Les ®-champs p fois différentiables forment une famille
invariante (définition (15.9))

On en déduit immédiatement 'énoncé suivant :

;;"}-";'ulr 4 ce sujel I-_,-'II'ZIINEH.I:IW[L'Z-. « Théoriz globale des conmexions et des groupes
d’holonantie = (Duncd).




(20.36)

(20.37)

(20.38)

{20.35)

(20.10)
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Soit F; un atlas de V (hypothiscs de (20.35)).

Pour qu'un ®-champ f soit p fois différentiable, il faut et il suffit

que ses images par les ;7! {qui appliquent un ouvert de B® dans
la fibre type @) soient p fois différentiables.

Il est clair que :

Les énoncés (20,30, 31, 32, 35, 36) s"étendent an cas p = 0, en
remplagant D'expression « 0 fols différentiable » par 1'adjectif
w conting s,

En particulier :

— Pour toote racine continne @ d'une variété V, on définit la
famille invariante des $-champs confinus ; un O-champ | est continu
5i ses images par les F;7! (F; étant un atlas de V) sont des applica-
tions continues (d'un ouvert de B* dans la variété &),

— So0it f un @-champ différentiable; il est clair que 'opérateur

X~ (1)

qui est différentiable par hypothése (20.35), est un plongement de
I'ouvert def {f} dans V?; done :

Si f est un @-champ différentiable, le graphe de [ est une variété
différentiable (de dimension n} plongée dans V¥; la projecfion P
est un difféomoerphisme de ce graphe sur def (f).

Définition, théoréme :

Soit [ un ®-champ dillérentiable; M un point de def (f).
Un autre d-champ différentiable /', sera dit fangent & [ en M si
FM) = (M), et si les graphes de [ et /" ont méme espace vecto-
riel tangent au puiut'(] - )

(M)

~— & 5if et [ sont tangents en M, et si A est un glissement, A4(f)
et Ag(f) sont tangents en A{M).
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Coroellaire :

— Dans l'ensemble des @-champs différentiables deélinis au
point M d'une variété V, la relation

[f ~f] ==[f et ' sont tangents en M]

est une équivalence ; la classe de f suivant ~ s'appelle élément de
confact de [ an point M ; nous la noterons contacty(f).

— L’opérateur &, défini pour tout glissement A par :
O EHAYM) (contacty(f)) = contact,qn{Ag(f))

est une racine de V, appelée racine des élédments de conlocl de
P-champs.

— La formule ¢ permet de définir la racine © sur VUR*;
cette racine m'est pas eanonigue, mais le devient si en convient
o' identifier Uélément de contact de | en un poinl X de R avee I'élé-
ment de contact de f.T=' en T{X) (pour toute translation T de =),

— Soit (G, un atlas de la fibre-type ®,: il est elair qu'il existe
des opérateurs H, tels que, pour X e Be, f(X) e val (G):

(G 10X )

contacty (f) = H, (D{G;‘l-f}(x}

(uriice a l'identification (20.42)).

Les H, appliquent un espace vectoriel de dimension N + nN
dans la fibre-type @, de la racine ®@; ¢ ils sont réguliers, leurs
ensernbles de valeurs recouvrent &, et les H,7LH, sont conlinus;
ils définissent done sur ©, une structure de variété de classe C®,
de dimension [n 4 1]N; pour cette structure, & la racine @ est
continume.

; by
Les H, sont définis sur l'espace wvectoriel des couples (Z)

(Y e R¥, Z — matrice de nombres 4 n colonnes et N lignes),
espace dont la dimension est N 4 nN; leurs ensembles de valeurs
recouvrent la fibre-type @, de la racine ©@; don a:



(20.44)

(20.45)

(20.46)
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- L,(Y) s
H(7) = (paiwz) o La =66,

et

@{A}{XJ(II (Y)) =H Aﬁ@)

les A, étant définis par ®ANXNG(Y)) = G j(ﬁjx@))

Supposons que la racine @ soit p fois différentiable; par hypo-
thise (20.30), les opérateurs A, L, A, sont p fois différentiables ;
la formule (20.44) montre que les H,-".H, sont p-1 [ois différen-
tiables, done que "aflas H, définit sur @, une structure de variété

de classe C*-1; la formule (20.45) montre que &{A)(X) (II,,G:))

Z
par conséquent la définition (20.30) est applicable 4 la racine @,
on a démontré le théoréme ;

X x
esl une fonction p-1 fois différentiable de (Y), done de (“ (Y)) ;
3
7

Soit V une variélé de dimension n; @ une racine p fois différen-
tiable (p =1, 2,3, ..., o0} de V; N la dimension de sa fibre-type
M, ; G, un atlas de @,; @ la racine des élémenis de contacf de O-
champs.

1) La fibre-type O, (convention (20.42)) posséde une structure
de variété de classe C#-%, de dimension [n 4 1]N, définie par
I'atlas H, (formule {20.43)) (*).

2) Pour cette structure de @, la racine & esl p-1 fois différentiable.

) En toute rigueur, les Hu ne forment pas un atlas, puisque leur espace n'est pas TR{= 21 ;
og live cetle difficulté en prenant une base 5 de cet espace, et en remplagant les
Hy par les Hs = He.5.

D'autre part, il faut remarquer que la structure de @, ne dépend pas do choix de
I'atlas Ga; on voit en effet qu'elle reste la méme sl on remplace Ge par affas de lonfes
lex carfen de @y,
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§21 Champs de vecteurs

Snit V une variété différentiable; n sa dimension.

Par définition {20.1), D est une racine de V;siM eV, les éléments
de D, s'appellent vecteurs tangents &4 V en M; un D-champ
s'appellera donc aussi champ de vecteurs.

— Soit f un champ de vecteurs défini sur un ouvert de Vsl A
est un glissement de Rru V, I'image de f par A est donnée parla
formule (voir {15.2)) :

Ap(NAX)) = DIAYX)X)

Aplfy est encore un D-champ; en particulier, si A est l“in.vﬁrﬁn
d'une carte 7, I'image de [ par A {qu'on appellera aussl image
réciprogue du champ par F) sera un D-champ défini sur un ouvert
de R®, donc une application d'un ouvert de R dans R*, qui est
la fibre-fype de D.

L'application des définitions (20.30, 35, 37) conduil a I'énoned
suivanl

Spit V une variété différentiable C*+ (p =0,1,2, ..., =)

— La racine D est p fois différentiable sur V.

— Les champs de vecteurs p [ois différentiables forment une
famille invariante de champs de vecteurs.

— Pour qu'un D-champ f soit p fois différentiable, il faut et il
suflit que ses images réciproques par les cartes d'un atlas de V
soient p lois dillérentiables.

— Bien entendu, dans le cas p = 0, il faut dire « continu » au
lieu de « O fois différentiable »; le cas p = oo suppose que l'on a
posé o + 1 = oo,




e ——

(21.4) ¢

(21.5)
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Dérivations.
Nous appellerons variables des lettres X, Y, Z, ..., auxquelles

nous nous proposons de donner des palenrs, prises dans certains
ensembles ; nous conviendrons ce qui suit ;

{a) L'une des lettres {X par exemple), appelée variable indépen-
danfe, pourra désigner n'importe quel élément d'un certain ensemble
E;

(k) 4 towt autre variable Y correspondra un opérateur F
(def (") c E}; chaque fois que X désignera un élément de def (F),
Y désignera 1'élément F{X): ce qui 8'éerira

Y =F(X)

ou encore

F est l'opératenr (X —Y).

— Supposons que E soit un ouvert d'une variété différentiable V ;
soit f un champ de vecteurs défini sur E.

Mous associerons au champ [ un symbole (8§ par exemple), appelé
déripation (ou symbole de différenfiation), que nous utiliserons de
la facon suivante :

— On dira qu'une variable Y (parcourant une wvariété différen-
tiable V") est différenfiable (resp. p fois différenfiable) si l'opé-
rateur (X +Y) est lui-méme différentiable (resp. p fois différen-
tiable) ;

— Nous noterons alors Y la variable définie par

¢ - 8Y = DAF}X)(A(X))

— Pour chaque valeur de la variable indépendante X, Y est un
point [de V'], et 8Y est un pecleur fangen! [4 V' en Y.
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— En particulier, la variable indépendante X est diﬁémntiahl_e,
puisque I'opérateur (X - X}, soit 15, est différentiable (comme glis-
sement) ; on a donc

3X = D{IHXNA(X) = (X)) = [(X),
si bien que la formule (215 ) pent aussi s'écrire

Y = D(F)X)EX)

Théoréme 2

Soit F une application différentiable d’un ouvert de V' dans V";
v une variable différentiable, 4 valeurs dans V.

— Alors la variable Z telle que

Z =F(Y)
est différentiable et U'on a, pour Loute dérivation & :
& 3% = D(F)(Y)(3Y)

Soit en effet G 'opérateur (X - ¥), X élant la variable indélpmlen—
dante; comme on a Z = F(Y) =[F.G|(X), on a par définition
de 3Z:

8Z = D{E.GHX)(f(X))
= D(F)(GIXND(GYX)(F(X)) [axiome (20.9.D)]
= D(F)(Y)3Y} par définition de Y et de 5Y .

C.Q.F.D.

— (est ce théoréme qui montre I'utilité pratique des dérivations;
la formule (21.7 {») contient 4 la fois la définition de &Y {r_mse
sous la forme (21.6)) et la formule de « dérivation des fonctions

de fonetions » o

D(F.GHX) = DF)G(X)).DIGHX) 5




(21.8)

(21.9)

(21.10)

(21.11)

(21.12)

{21.13)
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nous éerirons ce théoréme sous la forme abrégée

‘j‘[l*‘(}{}] = D(F)X)(8X) pour toute dérivation 3, |
il ik g J

— On a coutume de d.lé,Sigll[:l‘ les dérivations par des s mhbaoles
: 1 [ < ¥ 1
rappelaut gm[?'hlflllﬁmfﬂt la lettre o ; d, &, d]. dy, 0, etc
2 a3 Uy .

¥_Suient X et Y deux variables différentiables, telles que
D(;}{P}g{{; Iaf iurm:;l;{ (21.8) montre que I'opérateur linéaire

ransforme en 5Y, quelle i ivati :
o) T q que soit la dérivation §:

D(F)(X) = g

si bien que nous pourrons écrire
oY
Y = ﬁ(axy pour tout &;:

on en déduit immédiatement les formules

_.Er_Z _ YA

aX ~ 2Y oX
(si Z est fonction différentiable de Y, ot Y i i i
e A fonction différentiable

2Y ~ [oX
(siles opérateurs (X - Y)et (Y ~ X)sont tous deux différentiables).

b EIYJ =

S— L;l I = 25 d Jﬂmtl — &t I iy
B yﬂDIl}' » ol i S 1 b J-
mes Aous o !u] ans I-ES fli].‘.ﬂ!!ﬁ”s x [, ]) [ {:{

Soit V une variété différentiable; { un D-champ défini sur un
ouvert de R*UV; si X est une variable indépendante qui prend

- leurs dans def (), nous avons vu qu'il exi e
2 gte une d
§ telle que 3X =  f(X). iste une dérivation
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Soit A un glissement de R»uV; posons X* = A(X); on a
3X* = D(A)X)(3X) = D(ANX)(A(X)); la comparaison avec (21.2)
montre que §X* = Ap(f)(X*); il exisle donc un champ f* fel que
SX* = [*(X¥), ef j* est limage de | par A.

— Mais, en géenéral, si Y est une variable différentiable, on ne
peut pas alfirmer qu'il existe un champ ¢ tel que 3Y = ¢(Y);
par exemple, il peut arriver que deux valeurs différentes de la
variable indépendante X donnent la méme valeur a Y, et des
valeurs différentes 4 §Y. :

__ Considérons une variable indépendante x qui parcourt I'en-
semble Re; définissons les dérivations &, par
2 = |; (notations du § 17)

Si Y est une fonction différentiable de x, la formule (18.8) montre
immédiatement que 2,Y est le dérivée parlielle de Y par rapport
4 la composante numéro j de x (notée ir); nous employerons
systématiquement cette notation 3,Y, d'ailleurs classique.

— Sait en particulier F une carte de la variété V; x parcourant
R® posons F(zx) = M; on sait que I'opérateur

oM
8 = D(F)(X) = EJ

est une base de l'espace vectoriel tangent 4 V en M; les vecteurs
de base sont donnés par Ia formule

‘sjss.hza,m

Chacun des opérateurs [M - 2;M] est donc un champ de pecleurs
sur l'ouvert val (F).

Indiquons maintenant quelques propriétés usuellles, dont les véri-
fications sont immédiates :
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Si la variable X est constanfe, dX = 0 pour toute dérivation d.

— Soient d, et 4, deux dérivations définies 4 partir de la méme
variable indépendante ; il existe une dérivation, que nous noterons

dy + dy, telle que [d, + d] X = d,X 4 & X pour toute wvariable
différentiable X,

— Si a est une constanie réelle, d une dérivation, il existe une déri-
vation, que nous noterons ad, telle que [ad] X = a [dX] pour toute
variable différentiable X ().

— Les dérivations engendrées par les champs de vecteurs définis
sur un ouvert E (notations de {21.5)) forment un espace pectoriel
pour les opérations ci-dessus,

— Soit A un opérafeur linfaire variable, appliquant un espace
vectoriel fixe E, dans un espace vectoriel fixe E,; si A est une
variable différentiable, et si la variable X, a valeurs dans E,
est différentiable, la variable A(X) est différentiable, et 'on a

3A(X)] = [3AIX) + A(BX) pour toute dérivation 3,

Par itération, on voit que :
Si A est un opérateur multilinéaire variable, on a pour toute

dérivation & :
[BAKX)X) ... (X,)
AKX, ... (X,)] = ifi_ﬁxﬂﬂia} s
T AKX ... (38X,

On en déduit facilement (voir le § 26), si A est un opérateur ling-
aire appliquant E, dans E,, que :

3[det (A)] = Tr (Adj (A).34)

Adj (A) étant V'opérafeur adjoinl de A, qui vérifie notamment
_ Adj (A)
-~ det {A)

si det (A) n'est pas nul

('} Cette définition s’applique encore larsque a est paricble,
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on en déduit la formule importante

3[det (A)]

D = Tr (A~L3A)

Signalons aussi la formule

S[A-Y] = — AL [3A]AL
valable dans les mémes conditions.

[ndiquons pour finir que la définition (20.21) de la structure diffé-
rentiable d'un produit direct peut s'écrire

M, M,
o M || o
M, M,

dés que les variables M, sont différentiables.

Crochets de Lie

Considérons une variable indépendante X qui‘ parcourt un espace
vectoriel de dimension finie E; deux dérivalions d et 3.

i = iffé iable, nous dirons que
Si le champ f tel que 3X = f(X) est différentia e
& est une dérivation différentiable ; comme la vgnahle BX prend ses
valeurs dans E, on pourra caleuler 1'expression
EY
d5X = D(HENX) = — = (1X)
5i F est une application deux fois différenliable de E dan15 un autre
espace vectoriel, on trouve immédiatement par application de

(21.19) :

-

(21.27)  dB[F(X)] = dD{F)X)(EX)] = DAF)(X)NAX)(3X) + DF)X)(dX)



(21.28)

(21.29)
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la présence du premier terme montre que d§ n'est pas une déripa-
tion ; mais comme D¥F)(X) est symétrigue (th. (18.12)), on a, si
est aussi différentiable

d3[F(X)] — 3d[F(X)] = D(F)(X)(d3X — 3dX) ;

on en déduit immédiatement le théoréme :

Soit V une wvariété différentiable Cr#l de dimension n p=1,
2,3,...,o); E un ouvert de RryV; { et g deux champs de
vecteurs p fois différentiables sur E (déf. (21.3)).

1) II existe un champ de veeteur de E, appelé croche! de Lie de
[ et g, noté [f, gl., [p-1] fois différentiable, caractérisé par les

identités
(U 01(X) = D(OENX)) — D(HX)g(X)) si X eRn;
[An(f), An(g)]r = Ap([f, g]) pour tout glissement A de Roy V.,

2) L'expression [f, g, est antisymélrigue ot bilinéaire en fetg:
(9 flu =—1f 9lu
[afs + bfs glu = alfs. gl + B[fs gli pour a et b réels constants ;
3) Si f, g, h sont des champs deux fois différentiables, on a I'iden-
filé de Jacobi
U/ [gs Blodu + [9: [B flule -+ (R [F, glu)e = 0.

4) Si X est une variable indépendante qui parcourt E, et si on
appelle d et 3 les dérivations telles que dX = f(X), §X = g(x),

nous appellerons aussi croche! de Lie de d et &, et nous noterons
aussi [d, 3]y, la dérivation telle que

[d, 8uX =[f, glu(X);

si Y est une fonction différentiable de X, a valeurs dans un espace
vecloriel fire, on a

¢ [d, 8].Y = d3Y — 3dY

{ﬁl,az)

j(ﬁl.aay
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Remargues :

— Dans le cas p = eo, on voit que le crochet de Lie de deux champs
infiniment différentiables est encore un champ infiniment diffé-
rentiable; ces champs forment done une algébre de Lie.

— La formule (21.29, $) ne peut pas s'appliquer sans précautions
si ¥ parcourt une variété différentiable V', parce que les expres-
sions d¥Y et &Y peuvent ne pas avoir de sens; elle est vraie
par exemple si 1y est un plongement deux fois différentiable de
V' dans un espace vectoriel ; mais d3Y el 3dY pourront ne pas
étre tangents a4 V',

— Avec les notations de (21.20, 49), les formules précédentes
peuvent s'éerire :
[3, d]y, = —[d, 3],
|ad, + bdy, 8]y, = a[dy, 8]y, + bldy, 8]y, pour a et b réels eonstants ;
[dy, [dy dali]e + [das [doe dilili + [dy [dy dy]i]r, = 0
&, d, dy, dy, d; désignant des dérivations suffisamment différentiables.

— MNous dirons que deux dérivations d et § commuten? si leur
crochet de Lie est nul ; ¢'est le cas nolamment pour les dérivations
o, définies en (21, 14); en effet, on a 22,2 = 3|, = 0, et de méme
a0z w0, d'oit [3;, 35]yx =0, et [2;, 3,]y, =0, puisque z est la
variable indépendante.

§22 Equations différentielles

Mous admettrons le théordme dAdrzeli (V) :

Seit V une wvariété différentiable de dimension n; f un champ
de vecteurs défini sur un ouvert de RrQV, et confinu (21.3).

Pour tout point Xy de def (f), il existe un opérateur F tel que :

"y Voir U:I.];RDN, « Equations fonctlonnelles - Applications « {Muasson éd.),




(22.1)

{22.2)

(22.3)

(22.4)

(22.5)

(22.6)
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( {a) def (F) est un intervalle ouvert réel I, contenant 0;
o (b) F est une application différentiable de T dans def (j),
telle que F'(5)] = D(F)(1)] = j(F(®) ;
L () F(O} = X,

En d'autres termes, si f est continu, Véquation différenticlle
ax %
7 =19

posséde au moins une solution X = F{f), prenant pour { =0 la
valeur initiale donnée X,

— On peut ramener & cette forme (22.2) d’autres types d'équations
ou de systémes différentiels; par exemple, si g, est un champ de

veeteurs de la variété V dépendant du paramétre réel u, on peut
étudier I'équation

ay _
ffu =T gu(Y}

en posant

s A gY
k] o]
en effet, 1'équation {%{ = f(X) sécrit

dY i
E = .q-u{_?_} — =1

le: théoréme d'Arzeld montre qu'elle aura une solution, avec la
condition initiale

Y=Y, pour u=u,
si [ est un champ confinu sur la variété produit V x R.

— De méme, une équalion différentielle du second ordre classique

U= ez, g, 4)

e .

=
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se raméne 4 la forme (22.2) en posant

L 1
{iF(zo)
z oz, I, 2)

elle admet done, si ¢ est continue, une solution vérifiant la condi-
tion initiale x =2, F =t ¥ = %

Définition :

Nous dirons qu'un champ de vecteurs continu [ est un champ de
Cauchy si, pour tout X, dans def (f), toutes les solutions F de
(22,1 &) sont compatlibles.

— & 11 revient an méme de dire que, si deux solutions F; et F,
sont définies sur un méme intervalle I, elles colincident.

— Dans ces conditions, & la borne supérieure des solutions de
(22.1, &) est encore une solution (définie éventuellement sur un
intervalle I infini}; on I'appelle solution mazimale; désignons-la
provisoirement par la notation

F(f) = WO{NXa)-

Soit @ une constante réelle; & le systéme (22.1, ) est encore
vérifié si on remplace f par f* =af et Fpar F* =F.a™; O ¥ est
encore un champ de Cauchy; on a donc J{af)(f) = W(i}af); si
bien que =i l'on pose exp = ¢(1), on peul énoncer :

Il existe un opérateur, noté « exp », tel que, pour tout champ de
Cauchy [, la solution maximale de |'équation différentielle

dx
—'ﬂ = ff {X}

prenant, pour &= 0, la valeur initiale X, sécrive

X = exp ()(Xy).




g
;

TR

T

P

=

(22.10)

(22.11)

(22.12) |

(22.13) |

(22.14) |
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Exemple :
i " i £ dx
Dans le cas V=R, f= 1, 'équation différentielle g fiX),

dx
qui s'écrit e l{z) = x (17.7) admet la seule solution x = etx,;

I'opérateur exp défini en (22.9) prolonge bien I'exponentielle réelle ;
nous écrirons aussi bien e¥ que exp (if).

— En écrivant que F{f) = eY(X,) est solution de (22.1, &), il
vient :

21X] = e (X0)
¢ = laerqy

— Soit a une constante réelle, prise dans intervalle de défini-
tion de F [F(f) = e¥(X,)]. Posons G{f) =F({{ 4 a); on a alors
G'(f) = F'{{ + a) = f(G{Y); G est done une solution du systéme
(22.1, ), dans lequel on remplace X, par G(0) = Fla) = e™(X,);
on a done, par définition d'une borne supérieure, G{f) = e"{e*(X).

On peut faire { = — a dans cette formule; il vient X, = e«
{e™(X)); d'oi le théoréme :

e* est régulier, [e¥]-! = ¢ ¥;
en prenant au contraire ¢ du signe de a, on trouve
gittalt — gt et (pour ¢ et a réels, af = 0);
si @ ¢t { ne sont pas de méme signe, on peut seulement derire
eff et < elt+als

le signe < indiquant, bien entendu, le prolongement d'un opé-
rateur (1.10). -

— Soit A un glissement de R*UV; f un champ de Cauchy.

{2‘3.]5}

(22.16) l

(22.17)

2

(22.18)

(22.19)
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Si la variable X, fonction de f, est solution de I'éguation difléren-
tielle % = f{X), on vérifie immédiatement que la wariable
X* = A(X) est solution de % = [*(X*), [* étant I'image Ap(f)
du champ [ par A (21.2); & d'oit 'énoncé

— La famille des champs de Cauchy sur B* U V est une famille
inparianie; si A est un glissement (de R"U V), f un champ de

Cauchy, on a
ptholf) == A gt lawin A-1 oo A g A1

Exemples de champs de Cauchy :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie,
On démontre le théoréme de Cauchy-Lipschitz (1) :

Toute application lipschitzienne (déf. (19.3)) d'un ouvert de E
dans E est un champ de Cauchy.

— Il existe d'autres champs de Cauchy que les champs lipschit-
ziens; ececi résulte d'ailleurs du fait que la famille des champs
lipschitziens de E n'est pas invarante pour la structure C de E.

— Soit A une application continue d'un intervalle ouvert 1 (fini
ou infini) dans l'espace vectoriel des opérateurs linéaires de E
4 E; considérons I'équaiion différentielle linéaire

dY
E = .!!L{u}.-Y

Suivant la méthode (22.3), on peut poser

[:] f(X) = [ﬁ(l;}.‘f]

X

() Volr Vavmow [réf. p. 158




(22.20)

(22.21)
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f est un champ continu sur la variété E = I, ce qui montre 1'exis-

. ax
tence d'une solution du systéme T fiX), soit

dY

{E == .E'!_{H}.Y
oE, it

dl

prenant, pour =0, toute valeur X, = [:‘] de Ex1; ona

a
évidemment o == u, + f; "équation (22.18) admet donc une solu-

tion, Y = Fu), telle que Flu,) = Y, définic dans un intervalle
Ii[uy € L, I]; cefte solution est unique car & la différence ®{u)
de deux solutions vérifie l'identité

D) = J‘ " A(0)D(0)do

d'olt @ =0 par de classiques majorations d'intégrales,

f est done un champ de Cauchy; on peut éerire [:ﬂ e”[:{“J,
; o

d’oit I'on tire (puisque f=u— u,) la solution de (22.18) sous la
forme
Y = Blu, u,)(Yo)

& B(u, u,) est un opérateur lindaire, défini pour foul couple u, u,
de nombres de L.

Les propriétés de 'exponenticlle se transerivent sous la forme :

% [B(u, ug)] = A{u).Blu, u,)

© Blug, ) =1y
Blug, u) = [Blu, ug]?
By, ta) . Biug, uy) = Blu,, u,)

5
A
¥

sredna

(22.22)

& T S el

(22.23)

(22.24)

AT B

=P R

(22.25)

e

L
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Il résulte de (21.23) que, le déterminant w = det (B{u, uy)), qui
ne s'annule pas quand o parcourt I, vérifie I'équation différentielle

dw
o= Tr (Afu)).w

ce qui permet de 'exprimer par une quadrature.
— Indigquons aussi que U'équation différentielle « non homogéne o

dY

— = Alu).Y F

due ¥ +Fe)
(F == application continue de I dans ) se résout par « variation
des constantes » en [aisant le changement de variable

Y == Blu, ug).Z;
o Z vérifie
dZ
== - Biu,, u).F(u)
d'of la solution de (22.23) .

Y = B(u, u,).Y, + ;3 Bi{u, v). 17w do

= by

Cas des champs différentiables :

Nous admellrons le théoréme classique (%) :

Soil V une variété différentiable, séparée et CP1 (p=1,2,3, ... w);
f un champ de vecteurs p fois différentiable (21,3) sur un ouvert
de B*OV,

Alors [ esl un champ de Cauchy; e¥ est p fois différentiable ;
la variable e¥(X,) est p fois différentiable en (}::")

— Dans le cas oit 'V est un espace vectoriel, on a le développement
limité :
& D(eWX) = 1y + 1 D()X,) + 0(f)

(*) Voir Vavmmoxn [réf. p. 159).
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¥

(22.26)

(22.27)

(22.28)
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Remarques :

— En fait, X = e"(X) est p 4- 1 fois différentiable en f: dans le
cas olt V est un espace vectoricl, on caleule aisément ses dérivées
successives :

dX

iy
7 =X 2 = D))

X
= DAY + DX (X))

ces formules peuvent s'employer pour le caleul numérique des
suluhons.

— L'identité e¥.eo = elt+2l jointe 4 (22.25, &), donne immédia-
tement la formule (valable si V est un espace vectoriel)

d
7 (PENX] = D)X )D(e)(X,)

— 5i on connait une solution X = e¥(X,) de I'équation différen-
R b 1

tielle _—— fiX), (22.27) est une dquation différentielle lindaire
en D(e¥)(2,); sa résolution permet done le caleul de celte dérivee
(puisque I'on connait sa valeur initiale 1y pour ¢ = 0).

Application :

Eguation dépendant d’'un paraméfre.

Soit f, un champ de vecteurs défini sur un ouvert I£ d'une variéts,
dépendant du paramétre réel u, et tel que que f(X) soit p fois

différentiable en ﬁﬂ (p=123,..

v @),

X
Alors e¥u(X) est p fois différentiable en [uu].
¢

{22.29)

(22.30)
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— 11 suffit en effet de poser £ = [2:] olE) = [‘I*ﬁ{}] et d'appli-

quer le théoréme (22.25) a4 &%,
C.Q.F.D.

=e(X)), V =/,(X); on a

| = e

Posons £, = [K"']

X
= [ U= il
Prenons £, comme wvariable indépendante; donnons-nous un
vecteur fixe 82, = [E;E "’], et supposons gque X prenne ses

valeurs dans un espace veetoriel {on peut toujours se ramener
4 ce cas en prenant une carte). La formule (22.27) nous donne :

d d —
7138 = % [DE™EN(EE)] = D)EEE
d'oil

oY aVv

—Ia}q = 5 X+

dX
TR L i

{22.29) est une équation linéaire non homogéne en §X {voir (22.23}),
appelée dgualion aur varialions de équalion initiale, ou encore
équation linéarisde, .

51 l'on connait une solution de l'équalion initiale

LEn remarquant que le second membre de (22.29) est égal 4 &V,
dXx
et que l'on peuat poser V = 5 cette équation prend la forme

mnémotechnigue

-

-

di



(22.31)
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Corollaire :

Soit V une variété différentiable séparée C2; f et g deux champs
de vecteurs différentiables, définis sur un méme ouvert de R* ¥,
donf le crochet de Lie esf nul.

Alors :
(@) DN X)g(X)) = glev(X))

(b} D{e“NXNAX)) = fle(X))

(c) Si et.e*?(X) existe dans un rectangle (| (| < q, | &t | = B}, on
a dans ce reclangle

[e*.e= (X)) = [evr.e¥](X) = e +us(X)

Démonstration 2

() Supposons d'abord que f et ¢ soient définis dans un ouvert
de 1"; Choisissons un point fixe X,; posons X, = g(Xy),
X o= (X,

La formule {22.30) donne
i
419X = 3AX)] = D(YX)(3X) ;

: d
on a d'autre part - [¢(X)] = nm}cxy[‘-ﬁ = DHXN(X)

= D{{HX}@X)) (puisque [}, g], = 0);
on voit que §X et ¢(X) sont deux solutions de 1o méme squation

findaire, avec la méme valeur initiale g{Xy) pour £ = 0; le théo-
réme d'unicité ci-dessus donne bien -

gle (X)) = g(X) = 3X = 3[e¥(X,)] = D(e"}(X )g(Xy)-
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— La formule (a) s'établit ensuite pour un ouvert gui est I'en-
semble de wvaleurs d'une carte, en utilisant le théoréme (22.15);
enfin on établit le cas général en recouvrant l'arc parcouru par
e¥{3) (lorsque { parcourt un intervalle eompact) par un nombre
fini d'ensembles de valeurs de cartes, et en utilisant le théoréme
d'addition de 'exponentielle (22.13).

— (I} se déduit de (a} par échange de [ el g.

— {(¢) Dans le rectangle indiqué, on a évidemment

% [e.en(X)] = Die"Hevr (X)) gle*(X))) = gle.e**(X))

(formule (a)); la wvariable O(u) = e¥.evo(X) vérifie donc I'équa-
tion différenticlle &' (u) = g{®{u)); dolt d{u) = e (D))
= v eV (X).

Posons enfin, { el o élant lixes dans le reclangle, J(s) = e {e™?(X));
d'aprés la différentiabilité de (YY) par rapport au couple (:T)
(th. (22.28)), il wvient '(5) == If(eema(X)) - Dier ) eme(X))
(ugl(em=(X))) = [If + ugl(l{s)) d'aprés (a) ; d'ont §(1) = e +*a(Y(0)).

C.Q.F.D.

Remargues :

— Quel que soit X dans Uensemble de définition de f et g, & il
existe un rectangle ol eY.evo(X) existe,

— 8i les champs f et g sont différentiables dans un ouvert, el si
¢t et evr commutent, & le crochet [f, g],, est nul.

— Appliquons les résultats précédents au cas des champs
linéaires ; on obtient le formulaire suivant :



T

(22.35)

(22.36)
(22.37)
(22.38)
(22.39)

(22.40)
(22.41)

(22.42)

(22.43) E

(22.44) i

&
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie; A et B des opé-
rateurs linéaires appliquant E dans E,

e* = exp (A) est un opérateur linéaire, défini par
dX
[ﬁ EA.}{J = [X =20
gt — [t‘.‘"‘ =1
[B régulier] = [¢BA8" = B.eABY
[A,B],=BA—AB (1
[AB =B.A] = [A.e® = eB.A, ehe® = Bt — ¢APH]
d
i A — A __ IA
‘_ﬂ[e’ ] =A% =¢%A
dét (e4) = e W
i
gl Be ] =[A, fAB.e ] = ¢A[A, Bl

Indiquons deux expressions de e*; le développement en séric
entitre :

At A
"3‘&*13+ﬁ+;+...+;r+.,.

Ltoujours convergent,
el Dexpression spectrale :

N ‘g
f‘=zgunn[ln.|-wu+f+__, +ADL.E}
= ) -3

() Om volt gue le erochet de Lie [A, By, est opposd du commutfalenr
{A.B]- = A.B—B.A.
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ot les o sont les valeurs propres de A (pdles de la fraction ration-
nelle [s1x — A]"Y), les I, les projecteurs propres () (résidus cor-
respondants), les N_ les nilpofents propres [N, = Il [A —alg];
il existe un entier k, tel que N, *=+1 = 0] ; pour plus de détails,
wvoir Souniav (réf. p. 117).

— Tl résulte de (22.28) que l'opérateur exp (restreint aux opé-
rateurs linéaires) est différenfiable; on obtient sa dérivée (cf.

(22.30)) en différentiant 1'équation % = AKX, doll

d

en résolvant cette équation différentielle linéaire non homogéne
en X, par la formule (22.24), il vient :

3er] = J: 11 57 oA it

— Les formules précédentes permettent aisément d'étudier les
groupes de Lie d'opérateurs linéaires; on peut aussi utiliser le
logarithme d'un opérateur linéaire, défini par le développement

en série
2

A AR An
= A —— — — 1] — i
Log(1 +A)=A—Z 45 + ... +[ 4

convergent quand les valeurs propres de A sont dans le cercle
|e] < 1, et qui vérifie
eloBlltal =1 1 A

et la série de Campbell-Haussdorf :
1 1
Log (¢*.ef) = A + B + i[n, Bl + E[i\m—-ﬂ, [A, Bl1-+....

dont tous les termes sont des combinaisons linéaires de commu-
tateurs itérés de A et B, et qui converge lorsque A et B appar-
tiepnent 4 un certain voisinage de 0.

@) On appelle projecieur tout opdrateur lindaire dgal 4 son carré.
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variable Z par 38X = f(X), Z = ¢(X)); nous pourrons donc <? ' on voit que 3.2 = [f, g]o(X) est un vecteur fangent d la fibre Oy,
éerire : : au point Z = o(X).
| d i
| [F, Plu(X) = Sulo(X)] = — [e¥a(o)(X)],_, ; Exemple :
| @3 - :
| = — [B(e)(X) N (ple¥(XN)],, | 5i @ est une racine friviale, et ¢ un $-champ différentiable, la
df f * dérivée de Lie de ¢ existe pour toub glissement infinitésimal f,
(23.9) — Les deux notations [f, ¢].(X), 5.[¢(X)] supposent que I'on sait : et I'on a
2> bien quell est la racine @; dans les cas ol ¢ pourrait tire 41 § &1 [, #1100 = D(e)X)(f(X))
fois un @ champ et un § champ [@ et § étant deux racines diffé- 3 ou
j rentes], il ¥ aura lien de préeiser & par une explication. | 3.(7) =387 BX =f(X) , Z=e¢X)
] (23.10) -— La deuxiéme formule (23.8) conduit 4 la construction indiquée ]
sur la figure : i — En effet, par définition d'une racine triviale (12.4), O(e¥)X)
: est l'opéraleur identique sur la fibre; d'on,
: i 5 d
v / : 7 [¢7 (@)X = — e(e¥(X)) = Dip)(e(X)NAe"(XD)
Detr : B :
@, et (x) C.Q.F.D.
Pietf)(X)
[, e P (etfx) — Transformons la figure par un glissement A de V@ ¥ = Ay(f)
est un glissement infinitésimal (25.2) ; sil'on pose aussi X* = A(X),
¢* = Aylp), on a, pour { assez petit :

e~ ("X} = [e=l]g. Ag (2)(A(X))

= [e~*al). Al (2N A(X)) - [15.8]
= [Ae™]pl)(ALX)) [22.15]
= AgleYo(p)A(X))
d ol
[e-*]o(g*)(X¥) = QAWK e o{g)( X)) [15.2];

par définition d'une racine & fibres différentiables [20.26], ®{AK)
est différentiable ; on peut done dériver cette formule par rapport
4 f3 en faisant { =0, il vient :

%] (2312) ] [Ap(fh Agle)]fA(X)) = DDA XN/ #1.(X))

|




(23.13)

(23.14)

(23.15)
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La formule évidente :

e lt el (g)(X) = e~Vole~a(®))(X)

donne, en dérivant par rapport & {, en faisant { = 0, et en rempla-
cant finalement a par {:

d
@] = [ e a(@]uX)
— Le second membre de cette [ormule peut encore s'écrire
[e=n(f)s e~Vole)lele(Y))
en posant ¥ = e¥(X) et en remarquant que e~¥y(f) <f; en appli-
quant la formule (23.12), avec A = e, il vient :

d—E:[f-"”@{ql}{X}] = D{D (X)) e (e XNNLS, #lule (X))

Corollaire :

Supposons que del (f) < def () (notations de (23.6)).

— Pour que les glissements e¥ invarien! tous le champ g, il est
nécessaire et sulfisant que [f, ¢](X) =0

. On dira alors que le glissement infinilésimal | invarie g, ou que
J(X) est un vecteur de Killing de g, ou encore que (X) est un
inparian! du champ [.

En effet, pour que ¢ ¢ invarie g, il faut et il suffit que e~¥o(p) < ¢
[définition (15.12)]; on a done eﬂ [e=¥s {3} (X)] = 0, d'ob, en
faigant £ = 0, [f, gl (X) = 0.

— Réciproquement, si [f, ¢]o(X) est nul pour tout X, la formule
(23.14) montre que I_;i [e¥a{3)(X)] est mul, (pour toutes les

valeurs de { telles que ey} X) existent, et qui conslituent un
intervalle ouvert contenant 0); on a done e ¥g(p)(X) = ¢(X) si
le premier membre existe, e~¥g(p) < g C.Q.F.D.

éﬂm I

(23.17) |

(23.18)
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Théoréme :

Soit Fy un homomorphisme différentiable de la racine @ 4 une
racine ¥; ¢ un ®-champ; f un glissement infinitésimal.

Alors le W-champ ¢, image de p par 'homomorphisme Fy :
WX) = Fxlo(X)

viérifie

[/ $1u(X) = DIF (XN #llX))

Ceei  résulte  immédiatement de la  formule e *{d)(X)
= Fxle¥,(p)(X)), elle-méme conséquence triviale de la défi-
nilion {13.1) des homomorphismes de racines.

C.Q.F.D.

— Ce théoréme peut aussi s'éerire :
B Fx(Z)] = DWFZ)(EZ) si Fy  est un homomorphisme.

— Considérons deux racines & fibres différentiables, &, et @y
le produit direet @ de ces racines (délinition (16.18)} a pour fibre
en un point X le produit direct des fibres de @, et @,; ce produit
direct posséde une structure différentiable (20.21), telle que

d(é;) = (jil] pour toute dérivalion d
2

(21.25) ; il résulte de la définition (16.17) que, pour tout d-champ ¢ :
x)
WY ("-]"1( ]
X = )
on a

- _ (a2
€ f@(?}{}{} Lo (ﬂ' “I:l{:}{x})

La formule (23.18) permet de dériver par rapport 4 {; il en résulte
immédiatement 1'énoncé :
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Siles Z; admettent des dérivées de Lie 5.2, (pour un glissement 8 est un homomerphisme de racine ; les formules (23.17) et (23.19)
infinitésimal 3X) on a i donnent alors
i Y {3.Y
(23.19) Zy Bz B BIY(@] = DE(7)(37)
2y iy 5 L
il -l =1.... | soit
Zy 82, | @29 1B0Y(Z)] = [B.Y](Z) + Y(5.Z) si Y est linéaire
4
Cas des fibres vectorielles. ; Par itération, on en déduit la formule
Soit @ une racine dont les fibres possédent une structure inva- 3 % BlY(Z)(Zs) . . - (Z,)] = [BLYNZHZY) ... (Z,)
riante d'espace vectoriel de dimension finie. @ est une racine a ’ - + Y@LINZ) ... (Z,)
fibres différentiables (20.28); la dérivée de Lie d'un ®-champ est & (23.24) B b g e
encore un P-champ; un certain nombre de formules précédentes ; + Y(Z)NZD) Bz
se simplifient, notamment parce que les opérateurs @A) X) sont : Ly fois linéai T
linéaires pour tout glissement A (12.16). On trouve ainsi, 4 partir 1 si Y est p fois linéaire.
de (23.12), (23.14), (23.17) : - 5 _
— La formule (23.23) permet d'interpréter (23.22); en effet, on
; : ’ ) g sait que tout homomorphisme Fy est un champ invariant (16.23) ;
S5i @ est une racine 4 fibres vectorielles pour tout glissement infinitésimal &%, on a done 8, Fx = 0{23.15) ;
(220 | [Ap(f) As(@)l = Aoll/s ols) pour tout glissement A e e
d ;il — Soit Y un opérateur linéaire dépendant de X ; les opérateurs
(23.21) 7 [e=o(eW(X)] = [Be*(ZK)] [/, el £ Fi(Y) = Tr(Y}, Gx(Y) = dét (¥); Hg(Y) =Y sont des homo-
: morphismes de racines ; compte tenu de (21.23) et (21.24), on en
g tire
g

©322) S5i Fx est un homomorphisme de racine, linéaire pour tout X : (23.25) | Tr(3.Y) = 3[Tr(Y)]
1 SplFx(Z)] = Fx(3LZ) B _ 8[det (Y)]
Tr(Y 1.3, Y) = det (Y)

— Considérons deux racines @ et ¥ a fibres vectoriclles ; la racine
& des opérateurs lindaires de @ 4 ¥ (16.26); un @-champ 8 et
un P-champ .

8[Y1] = — Y1.5,Y. ¥

Si on pose (X)) =Y, 9(X) = Z, O 'opérateur Fx

() v

Choisissons une carfe F telle que X e val (F); en faisant & = F-1
dans la formule (23.20), il vient immédiatement :

F(lf #lu) = [F0(f)s Fe(e)e




(23.29)

(23.30) |

P
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d’oit [f, e]uiX) = F([F-15(f). F1 (e )(X)
& = O(F)x)[Fu(f): Fo(p)]wulx))

en posant x = F-Y{X).

Cette formule ¢ nous donne Vexpression de [f, o] (X} dans le
repére D{F}x) ; nous sommes ramendgs an caleul d'one dérivée
de Lie [f', ¢]p(x), dans le cas ol x € R

~— Soit done @ une racine différentiable 4 fibre vectorielle ; f un
changeur de carte infinitésimal ; ¢ un @-champ défini dans un
ouvert de B®, que nous supposerons différentiable.

DietWX) est un opérateur linéaire, appliquant la fibre-type @,
sur clle-méme ; si elle est différentiable en &, la formule (23.8)
donne immédiatement

[, e]ul(X} = La(X)) + D{e)(XNAX))

avec = —dl: [P{e W X)]imp

ce qui peul aussi 8'éerire
Bph = Q7) + 87

On voit que [f, ] (X) ne dépend de ¢ que par son élément de
confact au point X ; 8 [ s'annule au point X, [f, ¢](X) dépend
seulement (et linéairement) de o(X).

Mais il n’existe pas d'opérateur A tel que 8,7 = AEX); [f, ¢]u(X)
dépend, non senlement de la valeur de [ an point X, mais du
germe de [ en X,

— Comme application, caleulons la dérivde de Lie d'un champ de
vecleurs. Faisons © = D dans la formule (23.29); on a

Q = — SIDE]0 = —D()X) (théortme (22.27)

'_f-'hi:p«;.x_r--u}ﬁ_'-&‘:i. M.\uu--.'_.h' . -_._.::'.: :-_.. ._... .

6%1.31}
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d’oll [fs #]u(X) = D(p)(X)f(X)) — DHARHH(X))
cOmme on a #ussi

[An(f)s Aplel = Anllfs #lo)

on retrouve les axiomes définissant le crochel de Lie de f et ¢
(21,29, 1¢); done

(23.20)

La dérivée de Lie d'un champ de vecteurs o, pour le glissement infi-
nitésimal [, coincide avec le crochel de Lie de | et ¢, déja désigné
par [f, o] ; on a donc

8 JdX] =[5, d] X




