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CHAPITRE III

Théorie de la variance

§11 Germes

(11.1)
— Soit E un espace topologique ;
X un point de E.

— (Considérons l'ensemble des
opérateurs A tels que

def (A) C E

— Définissons sur cel ensemble
la relation ~ :

[A ~B] =

nant X, tel que

il existe un ouvert £2, ﬂnntc-]
Al =B.1,

& la relation ~ est une équiva-
lence.

— Nous appellerons germe de
A au point X la classe de A
suivant ~

(11.2)

— Soit E un espace topologique ;
X un point de E.

— Considérons 'ensemble des
;upératﬂurs A tels que

val(A)c £

— Définissons sur cel ensemble
la relation w :

(A wB] <

nant X, tel gue

[i] existe un ouvert £}, conte-
lg.A=1,.B

O la relation vv est une équiva-
lence.

— Nous appellerons co-germe de
A au point X la classe de A
suivant e,




(11.3)
(11.4)

(11.5)

(11 6)
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Puisque la refation ~ (resp. « ) est une équivalence, on a

[A £ germey(B)] = [germey(A) = germeg(B))
[A & cogermex(B)] = [cogerme(A) = cogermeg(B)]

— Soient A et B des opérateurs réguliers; il est clair que
Al =B.1, est équivalent 4 1, At =1, B~!; donc:

51 A et B sont réguliers

[germex(A) = germex(B)] < [cogermeg(A-—1) = cogermex(B-1)]
Théoréme :

Soit A un opérateur qui applique un voisinage de X, dans un
espace topologique; alors:

[A continu en X;] - [cogerme, x ,(A) © germey (A)]

— Soit & un ouvert contenant A{M,); 1..A appartient au cogerme de
A IE existe donc, sl le cogerme de A en A(N,) est contenu dans le germe
en Xy, un ouvert v, contenant X, tel que 1..A.1, = A1, ; si X appar-
tient & Vintersection de v el de def (A) {qui est un voisinage de X,), A(X)
appartient & =; A est done conling en X, :

— H}écipmquemnl, si A est contlnu en 2, et si B e COgerme g x4,
il existe un ouvert e, confenant AKX, tel que 1. = 1__A, et par suite
un ouvert n contenant Mo, tel que 1,.A4.%, = A.1, d'od

Al =1,.B.1, < B.1;
del (A) étant un voisinage de X, Il existe un ouvert o fel que
Koo Cdel {A);

on oa AL L1, s Bol. 1, or def (B.1 A0S Nec def (A1 1) dod
n* &) F; 5 3 1]
A, 1, =B.1,.1,, B ¢ germex(A). | e
C.OF.T,

— Soient A et B deux homéomorphismes locaux, tels que
AX) =B(X) =Y. S5i cogermey{A) = cogerme,(B), on a

i

§ 11 cErMES 81

B = co-germey (A}, done D = germeg (A) (th. (11.6)), done
germey (B) = germey (A).

Si germex (B) = germeg (A), on a cogerme, (B-1) =
cogermey (A™Y) (th. (11.5)); le résuliat précédent montre que
germey (B-1) = germey (A~") ; d'ol cogermey (B) = cogermey (A),
et le théoréme :

Soient A et B deux homéomorphismes locaux  tels que
A(XYy=B(X)=Y; alors:

[germey (A) = germey (B)] = [cogerme, (A) = cogermey (B)]
Théoréme :

Soit E un espace topologique; Cx lensemble des opérateurs
appliquant une partie de E dans E, conservant le point X, conti-
nus en X.

Les germes en X des éléments de Cy ont une loi de composition
associative ¢, définie par

germey (A} x germeyg (B) = germey (A.B)

— 11 est clair que Ia formule (11.8) définit bien une loi de composition
associative, sous la seule réserve gu’elle soit cohérente, eest-f-dire que

[germe (A) = germe (A"}, germe (B} = germe (B')]
= [germe (A.B) = germe (A°.B).

Supposons done qu'il existe des ouverts ¥, G, contenant X, tels que
Adp=A"1, Bilz=8.1;

B étant ‘conting en X, il existe un ouvert H, contenant X, tel que

1p.B.lg = B.1g
(voir la démonstration de (11.6)); on a done
A.B.lg.lg = A.15.B.lg.i; = A" 15.B.lg.1; = A".B.1.1;

= A".B.1g.1g = A'.B".15.15;

comme 1g.1; est Popérateur identigue sur 'ouvert HNAG, on wvoit que
germe (A.B) = germe(A'.B"). C.O.F.D.
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Théoréme :

Soit X un point de 'espace E.

Les germes des glissements conservant X forment un groupe pour
la loi {11.8); on lappellera groupe des germes de glissements au
point K.

Il guffit de vérifier qu'il ¥ a un élément neutre (le germe de 1), et que tout
élément germoy (A) posséde un inverse (c'est le germe de A,

C.0ED,

Remarques :

— On trouverait le méme groupe en se limitant aux germes des
glissements d'un pré-recueil engendrant le recueil des glissements
de E.

~— 0On peul aussi définir la composition des cogermes de glisse-
ments an point X ; on obtient ainsi le méme groupe (th. (11.7)).

— L'ensemble R des glissements conservanl le point X est un
recueil ;oce n'est un groupe que sioles éléments de I ont méme
ensemble de définition, soit E; E est alors le senl onver! conte-
nant X.

Drans ce cas, R est évidemment isomorphe au groupe des germes
en X (car [germex (A) = germeg (B)] = [A = B]).

Théoréme :

Soit I¥ un isomorphisme local de E 4 E,

51 X' = F(X), il existe un isomorphisme @ du groupe des germes
de glissements de E en X sur le groupe des germes de glissements
en X', défini par

@ (germey (A)) = germey (F. A F-Y)

£ 11 GERMES &3

Adnsi, la struclure du groupe des germes de glissements de E en
X ne dépend que de la structure locale en ce point; en particulier,
elle est la méme en tous les points d'un univers (th. 4.10).

— Considérons un point X de lespace I2; soit Gy, le groupe des germes
de glissements en X,

Les automorphismes locaux de E constituent un pré-recueil, contenant le
recueil des glissements ; les germes d'avtomorphismes locanx conservant X
eonstituent done un groupe Gy, qui admet Gy comme sous-groupe.

Soit F un automorphisme local conservant X ; on sait (th. (11,100 qu'il
Ini eorrespond un isomorphisme @ de Gy défini par

@ (germe (A)) = germe (F.A.F-1) =
germe (F) = germe (A) = germe (F)=!;

on voit que les éléments de Gyype transmutent les éléments de Gges £n
éléments de Gy, done que Ggie est un sous-groupe distingué de G ;
Il eoincide évidemmenlt avee Ggue 51 E est parfail.

— Soit T un univers ; X un point de U o0 Gtlss = Ganto s F un automor-
phisme local non impuissant de 17; Y un point de def (F).

LI étant un univers, il existe des glissements A et B tels que A(X) = Y,
B(X) = F(Y); A, B, I appartenant an pré-recueil des automorphismes,
i1 en est de méme de B-L.F.A, qui conserve visiblement X ; par hypo-
théga, B-1.F. A a mime germe en 3 qu'on glissement ; 1 existe done un
ouvert ¥, contenant X, tel que C = B-',FF.A.ly soit un glissement. Par
sulte B.C.A-' = B.B-',F.A. 1. A" est un glissement; or c'est la res-
triction de F & un volsinage ouvert de Y ; done F, qui est régulier et qui
est borne supérleurs de glissements, est un glissement; U est parfait.

Do le théoréme

Soit X un point de Uespace E; Ggis le groupe des germes de
glissements en X Gaue le groupe des germes d'automorphismes
locaux en X,

E Gaiis €5t un sous-groupe distingué de Guuw; nous appellerons

groupe d'imperfection le groupe quotient Guue/Gguss; pour que E
soit parfail, il est nécessaire que ce groupe se réduise & un élément ;
c'est suffisant si £ est un univers.
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§12 Racines

Définition :
Soit E un espace,
Nous appellerons racine de E tout opérateur @ tel que :
(a) Si A est un glissement de E, et si X edef (A)
PLAYNK) est un opérateur ;
{b) Si Q est un ouvert de E, et si X 0,
DINX) = (1K) = opérateur régnlier ;

(c) 51 A et B sont des glissements, et si X edef (A.B),

DA BYX) = B(A)B(X)). D(BNX)

Théovréme :

T élant une racine de 'espace I :

(@) B(1ghX) est V'opérateur identique sur un ensemble, que nous
appellerons fibre de la racine © au poeint X, et que nous noterons
Oy

(b} Si X edef (A), ®(A)(X) est un opérateur régulier, qui applique
la fibre @y sur la fibre Oy,

(e} [PANXY]? = OA-THA(X)).
Dmonstration :

(a) = En faisant dans la formule (12.1, c) A =B =1p, on voit que ${1g)(X)
est égal & son carréd; comme il est régulier, ¢'est un opérateur identigue.

(b, €) — Soit A un glissement défini en X ; posons Y =A(X), = WANX)
Q = ®ANY). En appliquant plusienrs lois 1a formule (12.1, ¢), il vient :
Plg, =P; 1g,.P = P (d'od def(P)C @y, val(P)SBy); Q.P = 1y,
P.Q =1y, {doit dxCdel(P), ¥, Cval(F)); on a done def (P) = @y,

§ 12 naciNes &5

val (P} = @y; de méme del () = By, val (Q) = ®y; et les formules
P = 1gg et QP = 15, montrent que P et O sont inverses, done régu-
liers.

C.Q.F.D.

Remargue :
— Il est évidemment loisible dinclure quelques-uns des résul-

tats du théoréme (12.2) dans axiomatique (12.1), sans en changer
la waleur logique.

Exemples de racines :

Exemple L. — Scit E un espace, H un ensemble. Posons, pour
tout glissement A de E et tout X dans def (A)

DANX) = 1g
1l est clair que :

L'opérateur @ défini par (12.3) est une racine de 15, dont la fibre
est H en toul point X de E; on appellera racine triviale (de

| fibre H).

Exemple II. — Soit E' un espace fibré sans jauge (définition
{8.11)), de projection P, de base E.

A élanl un glissement de E, il existe un seul glissement A’ de E',
tel que P*(A") = A X étant un point de def (A), désignons par
DAY X) larticle A’ 15 x;; on sait que D(ANX) est un opéra-
teur régulier, qui applique la fibre P~(X) sur la fibre P-(A(X));
la formule P*A'. 1) <= PHA".P¥B") (th. (6.17)) montre que
DA BYX) = DANBE)). OBH2X); enfin il est clair que si Q
est un ouvert de I, lp g est le seul relévement de 1y, donc que
DINKY = lpxy s les axiomes (12.1) sont vérifics, @ est une
racing de E; la fibre $y (terminologic de (12.2)) est égale 4 la
fibre P=(X) (terminologie des espaces fibrés), ce qui explique le
double emploi du mot.
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Mais les diverses fibres d'une racine ne sont pas nécessairement
disjointes denx 4 deux (exemple 12.4), alors que les fibres d'un
espace fibré le sont (th. (5.4)).

Ceci ne nous empéehera pas de donner une sorte de réciprogue
de la construction précédente, 4 savoir le théordéme :

Soit @ une racine de U'espace E; R le recueil des glissements de E;
E® 'ensemble des couples @:) (7 & dg).

— Si AeR, si X edef(A), el si Z &y, on posera

¢ 2z = (o

Alors les A® forment un recueil R®, d'espace E®.
— Si l'on pose

. ((z)) = *

P est une projection de I'espace E¥; le recueil R® et Ia projection
P font de E® un espace fibré de base B, sans jauge.

— En elfet, il résulte de Uaxiome (12.1, ¢) des racines qne
A® 3% — [ABJ°
du théordme (12.2, ¢) que
| (AP = 8%
comme les A® sont visiblement permis par P, et comme

PHA®) = A

s

.

._u
=2
—

N

s

3

G

i

"

|
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on voit que les A ne peuvent étre compatibles que si les A,
le sont (th. 6.21)) ; on vérifie que

sup [4,] régulier
[sup [A]]® = sup [A,%]
ce qui montre, avee (12.8) et (12.9), que les AT forment un recueil
R®: la formule {12.10) montre que la projection du recueil R®
est R, et que tout élément A de R admet un seul relevement,
A savoir A®: E® est done un espace fibré sans jauge (th. {8.11)).

C.Q.F.D.

[A,;® compatibles, sup [A,;®] régulier] =

— Puisque toute racine @ définie sur un espace E donne naissance
i un espace fibré E® de base E, nous pourrons appliquer aux
racines les résultats du chapitre IT relatifs aux espaces fibrés;
on justifiera ainsi les résultats (12.12) 4 (13.3) ci-dessous, qui
peuvent bien entendu se vérifier directement, 4 partir des axiomes
des racines (et du théoréme (12.2)).

— Les opérateurs O(A)X) s'appelleront les ariicles de la racine @,

— X étant un point de Uespace E, ® une racine de E, Fensemble
des articles
DEANX),

ot A est un glissement qui conserve X,

est un groupe de permutations de la fibre @x; on Uappellera
groupe struclural de cetle fibre.

Si A est un glissement de E, et si X e def (A), l'article ®(A)(X)
transmute le groupe structural de @y en le groupe structural de

@y

— On voit en particulier que si E est un univers, les groupes
structuraux des fibres @y sont fous isomorphes (en tant que groupes
d'opératenrs).
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Définition :

On appellera structure invarianfe d'une racine @ la donnée
d’une structure (d'espace, d'espace vectoriel, d'espace topologique,
ete...) sur chague fibre @y, Lelle que les articles ©(A)X) en soient
des isomorphismes.

Théoréme :

Soit E un univers ; @ une racine de E.

Si l'on a défini, sur une fibre @y, une structure d'espace, (resp.
d'espace topologique, d'espace vectoriel, ete...) telle que les élé-
ments du groupe structural de cette fibre en soient des automor-
phismes (resp. continus, linéaires, ete...) on peut prolonger, d’une
seule fagon, cette structure de la fibre @ par une structure inva-
rigante de la racine,

(CE (3.6).)

§ 13 VYariance

Nous avons défini ((7.10), (7.9)) les homomorphismes et isomor-
phismes d'espaces fibrés de base E; en appliquant ces résultats
au cas de 'espace fibré E® construit 4 partir d'une racine @
(th. (12.7)}), on arrive aux énonecés suivants :

Soit @ une racine de l'espace [,

— Nous appellerons homomorphisme de la racine @ toute famille
Fy d'opérateurs, associés & chaque point X de E, telle que

(o) del (Fx) = ®y;’

(b) 5i A est un glissement de E, et si X e def (A),
Fomy PA)NX) est divisible par Fy.
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— Alors Vopérateur ¥, défini par

O F(ANX) = [Fag . PANX)]/Fx

est une racine de E, dont la fibre ¥y est égale 4 val (Fy); on
dira alors que Fy est un homomorphisme de @ 4 ¥

Remarques :

— L’homomorphisme F de I'espace fibré E® qui correspond a Fy
est donné par la formule

*(Z) = (e

Fa{x: s @{A]{X] = ‘{’{h}{}{} Fy

On a:

Fag- ®(A)NX) est non seulement divisible par Fy, mais mul-
tiple de Fy (voir (6.7} et (6.10)).

— La condition de divisibilité (13.1, b) est donnée par (6.7):
[Fx(Z) = Fx(Z)] = [Fagm( ®(ANXNZ)) = Faem( HANXNZD]
L'énoncé (13.1) juslifie en particulier :

Soit @ une racine de 'espace E.
Nous appellerons isomorphisme de la racine @ toute famille Fx
d’opérateurs réguliers, tels que
| [X € E] = [def (Fx) = O]
Alors l'opérateur ¥ défini par
o) F(A)X) = Fymx,- PANX) .F5'

-

est une racine de E; on dira que Fy est un isomorphisme de @
a T
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Définition, théordme :

Deux racines @ et ¥ d'un méme espace E seront dites isomorphes
s'il existe un isomorphisme Fx de ® & 'F; cette relation est une
équivalence enlre racines de E; la classe d'une racine ® s'appellera
variance de @,

Exemnples :

Exemple I. — Soit @ une racine de U'espace £; X étant un point
de E, Z un point de la fibre @y, posons

Fxfz} = (}E)
Fyx élant régulier, est un isomorphisme de @ 4 une racine ¥ ;
Xy A(X)
" YOM®(7) = (@)

toute racine ¢ est done isomorphe @ une racine ¥ 4 fibres disjointes ;
on voit que la réunion des fibres de ¥ constitue I'espace fibré
E?® défini en (12.7), et que ¥{ANX) est un article du relévement
AT de A,

Exemple II. Cet exemple, fourni par 'énoncé (13.10), est précédé
de la définition suivante :

Nous appellerons unipers-groupe tout ensemble muni simulta-
nément d'une slructure d'espace et d’une structure de groupe,
les translations 4 gauche () T(X) étant des glissements, Cest
nécessairement un univers.

Théoréme :

Soil @ une racine délinie sur un univers-groupe G; H sa fibre
en l'élément neutre e de G.

{*) Nous avons d:liﬂll[ T(X) au § 2 (nous derlvions TAX))
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Il existe alors une racine ', et une seule, qui vérifie ;
() F{AMe) = ®A)e) si le glissement A conserve e
(b) W{ANX) =1y si A est une translation & ganche.
Cetle racine ‘¥ est isomorphe 4 ®, l'isomorphisme Fy étant égal 4
DT(A)THX) 5
toutes les fibres de " sont égales & H.

Démonstration :

1) Unicité : Soit A un glissement; X un point de def (A); ¥ le point
A(X). 1 est elair que Vopéralear B = T{Y}-1, A, T(X) est un glissement
qui conserve e (puisque T(Z) cst la translation qui transforme e en %) ;
que A = T(Y)LB.T{X)-; si done une racine ¥ wvérifle {a} ct {b), on a
WANK)

e FUTUY M) TB) ) 0T X)) (double application de (12,1, )}

= PiKe) (15.10, a et &)

= W{T{Y)HY). PCANK). BTN} (par délnition de B)

= Fyep. DANK). Fg

2) Existence : 5i U'on pose inversemcnt
TIANK) = Fyp . DANX). Fg

" est une racine isomorphe & @ (th, (135, $0; & T vérifle bien les condi-
Lions (13.10, a et b).
C.0.F.D.

Théoréme :

Soient @ une racine d'un univers U, X, un point de U, F¥ un opéra-
teur défini sur la fibre by,

Les condilions suivantes sont équivalentes

(a) Les éléments du groupe structural de @ sont permis par F.

() N existe une racine ¥, et un homomorphisme Fy de @ a 7",
tels que Fy = F.
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Démonstration :

— & () = (a).

— i (@) est vérifiée, choisissons pour chaque X de U un glissement By
tel que By(X) < Xy on prendra notamment Bx, = 1. Soit A un glisse-
ment queleondgue de U; X un point de def (A). 1 est clalr que Byxr- Byt
est un glissement qui conserve X, ; la condition {a) montre que 'on peut
poser

FANK) = FH OBy A B0 (notation (6.11))

Un ealeul simple montre que, st Pon pose
Fg = F. ®BL (X}
on a FAWKY = [Faegs - BANK))Fx.
F est bien un homomorphisme de @ 3 la racine ¥ (th. {(13.1)); onaFx, = F.
C.QLE.D,

Théoréme :

Soient @ et ¥ deux racines d'un univers U; X, un point de U.
Pour qu'il existe un homomorphisme {resp. un isomorphisme) de
O 4, il est nécessaire et suffisant qu’il existe un opérateur {resp.
un opérateur régulier) F tel que

& T(AHK,) = [F. HANKF {resp. F.®(ANX,).FY)

pour tout glissement A conservant 3.

Il est clair que si Fy est un homomorphisme de © & ¥, (13.12, 3) est
vérifiée en prenant F = Fx,.
— Partons réciproquement de (13.12, $); soit X un point de U, B un
glissement tel que B{X;) = X. & L'opérateur W{BHX,). F. TBHX) - ne
dépend que de X (el pas du choix de B); si on Pappelle Fy, et 81 C est un
glissement défini en X, & FCHX) = [Fom - PO Fg; Fy est bien
un homomorphisme de @ & ¥,
Le cas des isomorphismes se wérifie immédiatement.

: C.0.F.D.

Ce théoréme monlre en particulier que deux racines d'un univers sont
isomorphes si elles cofneident en un point [F(A) o) = BANK ).

(14.1)

{14.2)
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§ 14 Classification des racines
Théoréme :

Spit @ une racine d'un espace E; A un glissement de E; X un
point de def {A).

(o) L'article ®(ANX) ne dépend que du germe de A an point X,
() Lopérateur H défini par _
& Higermex(A)) = ¢(AWX) [pour A(X) = X]

est une représenlation du groupe des germes de glissernents en X
sur le groupe siructural de la fibre Dy,

En effet :
(T} 5i & eb A" ont méme germe en X, il existe un owvert 0 contenant X
tel que A.lp = A" 1p.
Alnrs
BLANK) = DA 1N = DANX). D{Igh(K) ~ DANX]). B(1n(X)
= WA Ag)X);
de méme, GAMWX) = DA 1G)(X); dlod BANXK) = DANK]).
{B) L'opéraleur I existe en vertu de (a); le groupe structural, par défi-
mition, est égal & wal (H);: si les glissements A et B conservent X, on a,
par définition du produit des germes :
H (germeg(A) = germey(B)) = Higerme,(A.B)) = BA.BHX)
- DANXK). HBHX) = H {germey (A)). H (germey (B)).
C.QLF.D.

Ce théoréme possiéde l'importante réciproque suivante :

Spit E un wnivers, X, un point de E, H une représentation du
groupe des germes de glissements en X,

1l existe alors une racine ® de E telle que

¢ Higermeg(A)) = DAY X pour tout gliufment A conser-
vant X,

i b est unigue, 4 un isomorphisme prés.
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{2) Unicité de la wvariance,

5i deux racines @ el 'V veérifient (14.2, &), on a D{AN N = F(ANX,)
pour tout glissement A conservant X,; @ et ¥ sont [somorphes daprés
(13.12).

() Existence de @,

Considérons les couples (‘é]. ot A est un glissement défini en X, et Z

un point de l'espace de la représentation H, Définissons 1a relation ~ en

posant
[0~ (3] = - 2
i z' r=H {gﬂ'mﬂx_. (AL AYZ)

& cette relation ~ est une équivalence; & si un glissement B est défini
g = A Af B.A B_AS
au point A(X,), et sl (Z) H(Z'J‘ on a ( 7 ) m( 7 }

-— ¥ élant un point de def (B), on a done le droit de poser

¥EY) (classe (*‘Zi)) e (Bé )

pour tout glissement A tel que A(X,) = Y.
& W est une racine de E; sa fibre ¥y au point ¥ est Vensemble des classes

A
des couples (Z)' A élant un glissement tel que A(X,) = Y.

— Z étant un élément de l'espace de représentalion de H, posans

Fi{Z) =— classe (lz“‘); il est immédiat que F est un opérateur régulier,

qui applique l'espace de reprézentation de H dans la fibre ¥x, : en fait,

val (F) est égal 4 W'x, parce que, sl le plissement A conserve X, on a
A ’

o classe (Z) = F (Higermex, (A)(Z))

51 on pose Fy = 1wy pour Y £ X, et Fx, = F, l'opérateur Fg' est
définl, pour tout Y, sur la fibre ¥y, el opérateur & :

WBIY) = Fghy . F(B)Y).Fy
esl une racine immurph_a_: A4 Y (the 13.5) ; sl A conserve X, on a
DANK,) = FLP(AN).F = H (germex,(A)) (formule o).

C.Q.F.D.

(14.3)

(14.4)

(14.5)
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Définition :

On appellera nogau de la racine @ au point X D'ensemble des
glissements A tels que

AX) =X , ®ANX) = le,

Lemme :

Soient A et B deux glissemenls tels que A{X) = B(X}; T une
racine ; alors

[D(ANX) = O(B)(X)] < [A2.B e[noyau de @ au point X]]
— On en conelul immédiatement que le noyau de @ au point X
est un recueil, et que les plissements conservant X en sont des
automorphismes locaue.

Théoréme :

Soit E un univers : X un point de E ; N un ensemble de glissements
conservant X. Alors les conditions (g} et (b) sont équivalentes :

{a) 1l existe une racine ® admettant N comme noyau en X;

() 1l existe un sous-groupe distingué ' du groupe des germes
de glissements en X tel que :

[A & N] =[germex(A) e T

1) Supposons {(a). H étanl la représentation définie en (14.1}, on voit
que [A & NJ = |germegiA) & H-{1g.)]; on sait que Vimage réclproque de
Vélément neutre d'un groupe par une représentation est un sous-groupe
distingué.

%} Supposons (B). On sail gu'll existe un homomorphisme I, du groupe G
des germes de glissements en X ayant T' comme noyau (homomorphisme
canonique G - /I ; une représentation T du groupe GfT' (translations
4 gauche) ; H = T.H, est donc une représentation du groupe des germes
ayant T' comme noyau; la racine @ que i fait correspondre le théoréme

(14.2) wérifie (a). C.Q.F.D.



(14.6)

(14.7)

(14.8)

6 ) GEOMETRIE ET RELATIVITE

Exemnples :

Il est clair que le noyau en X de toute racine friviale (12.4)
est I'ensemble des glissements conservanl X, donc que le souns-

groupe I' esl confondu aves G (notations de (14.5)); réciprogue-
ment :

Pour que le noyau d'une racine @ (d'un univers E, au point X)
soit 'ensemble des glissements conservant X, il faul et il suffit
que O soit isomerphe 4 une racine tripiale.

— Une racine triviale a done le plus grond noyau possible: de
méme, le théoréme (14.5) montre qu'il existe, sur un univers E,

une racine P ayant fe plus pefil noyau possible, ¢’est-a-dire telle
que

[A conserve X, D(ANX) = lg,] ==[germey (A) = germey (15)]

Mous allons conslruire, sur un espace gquelcongue E, une racine
ayanl celte propriété (14.7) en fou! poind X,

Soit en effet A un glissement de E, X un point de def (A); I,
et F, deux opérateurs 4 valeurs dans E, ayant méme cogerme
en X.

& A F, et A F, ont méme cogerme en A(X); on peut done définir
un opératenr par

D(A)X)(cogermes (F)) = cogerme,x,(A . F)
pour tout opérateur F 4 valeurs dans E.

& @ est une racine ; si A conserve X et si ®(A)(X) = 1q,, il vient,
en prenant F = 1g:

cogermey (A) = cogermey (1)

doi, A et 1y étant des isomorphismes locaux (th. (11.7)),
germey (A) = germey (1) ; done :

(14.9) ]

| (14.10)
|
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La racine @ définie par (14.8) vérifie (14.7); elle posséde en chaque
point X le plus petit noyau,

Théoréme :

Soient @ et ¥ deux racines d'un méme espace E; X un point
de E.

1}y Tes deux conditions (a) et (B) sont équivalentes ;

(o) { noyaug (@} noyaug ('F);

| il existe une représentation H du groupe structural de @
en X sur le groupe structural de 1" en X telle que, pour
toul glissemenl A conservanl X,

FANX) = H{O(AHX))

(b)

Mous exprimerons (a) ou (b) en disant que ¥ est subardonnées 4 &
au point X,

2) 5i E est un univers, cette condition est indépendante du point
3 ; nous dirons simplement que ¥ est subordonnde & ®.

Démonstration :

1) & (b) = {a).

— Supposons (2); soient H; et H, les denx représentations du groupe
des germes telles que, pour tout glissement A conservant X,

DIANK) = H, (germey, (A)r . TANX) = H; (germey (A))
(th. 14.1)).

La eondition {a) exprime que le noyau de I, est conlenu dans le noyau
de Hy; & il en résulte que H, est mulfiple de F, (définition (6.10)), et que
H = H./H, est un hemomorphisme (), done une représentation du groupe
structural de @ sur le groupe structural de ¥ ; I'dgalité H, = H.H, exprime
la condition (&).

2y Supposons que E solt un unlvers, que (o) soit vérifiée an point X, et
gqua le glissement A" appartienne an noyau de & an point X',

Il existe un glissement B tel que B(X) = X’; un caleul simple montre que
B, A BN X) = lgy, clest-d-dire que B- A" B appartient au noyau de

(*) Voir 1a note [d la fin de ouvrage.




