CHAPITRE II

Espaces fibrés

§6 Quotients d'opérateurs

Notations :

Soit E un ensemble, A un opérateur.
Nous poserons

AHE) = val (A 1g)

A~E) = def (15.4)

L'ensemble A+(E) s'appelle image de E par A; 'ensemble A-(E}
image réciproque de E par A.

i
E h :

& On a les formules

[ABJ* = A+ B+ [A.B]- =B-.A-
A‘(I}J E})= I}J A—E) A NE)= I;'I A(E)

—- On écrit souvent, par abus de nolations, & et A" au lien de
Atet A-,
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— MNous conviendrons d'identifier tout ensemble ne contenant
quun ¢élément avec cet élément lui-méme.

Définition :

On appellera fibres d'un opérateur A les images réciproques par A
des éléments de val (A).

Théoréme

: — La réunion des fibres de A est égale a def (A).

— 31 X edef(A), il existe une seule fibre contenant X, soit
A~(A(X)).

—- 1 est clair que la relation ~, définie sur 'ensemble def {A)
par
[X ~Y] = [A(X) = A(Y)]

est une dguivalence (relation réflexive, symétrique et transitive),
et que les classes suivant la relation ~, définies par

[Y eclasse (X)] = [X ~¥]
sonl les ffbres de A,

Inversement, si ~ est une équivalence définie sur un ensemble
E, il existe un opérateur A vérifiant (6.5); notamment l'opéra-
teur canonigue « classe », défini par la relation (6.6).

Définition, théoréme :

Soient A et B deux opérateurs.

— Nous dirons que A est divisible par B 'il existe un opérateur
C tel que

& A=CHB

(6.8)

{6.9)
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— 5i A est divisible par B, il existe un opérateur appelé quolient
de A par B, noté A(B, et caractérisé par
@ [A/B]* = A+.B-
A/B est le plus petil opératenr C vérifiant .
— Pour que A soit divisible par B, il faut et il suflit que

def (A) = def (B)
& 3, Y edel (A

|:B{-X} ~ B{E{)} = [A(X) = A(Y)]
— Il est commode de remarquer, si A esl divisible par B, que

def (A/B)  val (B)
[Y =[A/BX)] =

val (AJB) = val {A)
" Il existe 7 tel que
Y = A(zZ), X = B(Z)

— Si B est régulier, la condition (6.7 &) se réduit & del (A) < def (B);
on a alors

A/B = A Bt
Définition, Théoréme :

Soient A et B deux opérateurs.

Nous dirons que A est mulliple de B s'il existe un opérateur C
tel gque

& A=CEB

— 5i A est multiple de B, le plus petit opérateur C vérifiant
est égal &4 A/B.

— Pour que A soit multiple de B, il faut et il suffit que

def (A) < def (B)
){Edef{ﬁ}] 3 [ Y & def (A) ]

»
[B(X} —B(Y)] T [AX) = A(Y)
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— Il importe de bien faire le parallile entre les énoncés (6.7) et (6.10),
En particulier, A peut étre divisible par B sans étre mulliple de B ;
& c'est le cas avee A(r) = z pour xr =0, B(x) = z* pour réel,

Définition :

Soit P un opérateur défini sur un ensemble E; A un opérateur
tel que def (A) < E, val (A) €E.

~— Nous dirons que A est foléré par P si P.A est divisible par P
le quotient [P.A]/P s'appellera fransmutlé de A par P, nous le note-
rons P#A).

— WNous dirons que A est permis par P si P.A est mulfiple de P,

Nﬁtnns que P*(A) applique une partie de val (P') dans val (P).
En appliquant (6.7 &) et (6.10 &}, on voil que :

A tolérd] « [3- ke “’”] = [P(A(Z)) = P(AZ))] l
[

P(Z) = P(Z')

. 7 e def (A) Z' e def (A)
[ permia] < ] = [F(sz} - P{MZ'}}] l

P(Z) = P(Z')
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§ B QUOTIENTS D'OPERATEURS a1

— Les opéraleurs permis par P sont done les opérateurs foléris
par P dont U'ensemble de définition cst une réunion de ffbres de P.

— Si A est toléré (ou permis), la formule (6.8) montre que

[¥ = PH)X)] < il existe Z tel que } ¥ Zpaizy |

— Il résulte aussi de (6.7 ¢7) et de (6.2) que
[P*(A)]* = [P.A]*.P- = P+ A+ P-
Théordmes ¢

5i A et B sonl lolérés par P, A.B est foléré par P, et
P*A.B) = P¥A).P*(B)

5i A et B sonl permis par P, A.B est permis par P, ot
P*(A B) = P*(A).P*(B)
Nous dirons que A est bi-foléré (resp. bi-permis) par P si A est
régulier, et si A et A-! sont tolérés (resp. permis) par P.
— 5i A est bi-foléréd (resp. bi-permis) P*(A) est régulier, et
[PH{A)] = P*{A-Y)

Si E’ est une partie de del (P), 1y est foléré par P, et 'on a
P*1p} = lpue,

— Pour que lg soit permis, il faut et il suffit que E' soit une
réunion de fibres de 17,

[B toléré par P, A < B] = [A toléré par P, P¥(A) = P*(B)]
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Siles A; forment une famifle compalible d'opérafeurs permis par
P, alors

— sup (A} est permis par P;

— lé‘e. P*(A;) sont compatibles ;

— sup [PHA)] = P* (sup [A,]).

Corollaire :

Les opérateurs bi-folérés (resp. bi-permis) par P forment un pré-
recueil (resp. un recueil) d'espace def (P).

§7 Définition des espaces fibrés
Définition :
Soit E un espace; R le recueil de ses glissements ; P un opérateur

défini sur E.

— MNous dirons que P est une projection de E si tous les éléments
de R sont permis par P.

— MNous appellerons espaee fibré tout espace E sur lequel nous
aurons choisi une projection P.

5i E est un espace libré, le recueil & de ses glissements est done
un sous-recueil do recueil des opérateurs hi-permis par P ({voir
6.22).

Théoréme, définition :

Soit E un espace fibré; R le recueil de ses glissements; P sa pro-
jection.

— L'ensemble P*H(R) des opéraleurs P#A) (A = R) est un pré-
recueil d'espace val (P);

— On appellera base de E l'ensemble val (P), muni de la sirue-
ture d'espace définie par le pré-recueil P*+{R) (voir 2.1).
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En effet, deux éléments quelcongues P*A) of PYB) de P*+(R) vérifient
PHA)LPHE) = PYA.B) e P*HR) (th. 6.17)

el PHA-Y) = [P*{A)]-! e P*+{}) (th. 6.18);

enfin, comme val (F} = PHE), liaup = F¥*(1g) = P*#HR) (th. 6.19).
C.QF.D.

Remargues :

— Grice 4 celtie structure d'espace de la base, la profection est
confinue.

— On appelle jfibration d'un espace E toute équivalence ~,
définie sur E, telle que opérateur canonique P :

P(X) = classe de X suivant ~

soit une projecfion ; une fibration de E lui donne done une structure
d'espace fibré, de projection P, dont les fibres sont les classes
suivant ~; la base est Uensemble des fibres (et non la réunion

- des fibres 1) ; on I'appellera espace quotieni de E par la fibration ~.

— 5i P est une projection d'un espace E, la relation
[K~X] = [P(X)=PFX"]

est une fibration de E; Ia base PHE) est un espace isomarphe
4 lespace quotient de I par ~.

— Dans un espace fibré, fow! ouver! esi wne réunion de fibres
{th. 6.19); les espaces fibrés dont une fibre a plus d'un point
ne sont done pas séparés.

— 51 A est un glissement de la base P(IX), nous appellerons
relépement de A tout glissement B de E tel que A soit le frans-
muté de B; le théoréme (7.2) monlre que les glissements de la base
qui possédent un relévement forment un pré-recueil, qui engendre
le recueil des glissements. Mais on peat construire des exemples
d'espaces fibrés tels que les glissements de la base ne possédent
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pas tous de relévements, bien qu'ils soienl localement relepables (14,
A est done un glissement de la base P(E) s'il cst borne supérieure
régulidre de transmutés de glissements de E (1.21).

— 5i l'espace fibré E est un univers, il est clair que sa base est
aussi un univers ; la réciproque w'est pas praie,

'IFQ

E" :

S0it E un espace fibré; R le recueil de ses glissements; P osa projection ;
E’' sa base. g

On sait que le transmuté P*+HR} du recueil & est un pré-recueil 67, et que
le recuell Ji° des glissements de E' est constilué par les bornes supéricures
régulitgres de parties de T (7.6).

Soit ) une application de. E sur un ensemble E” telle que les éldments de
T zolent permis par ). Le théorfme (6.21) montre que les éléments de
A sont permis par (3, done que () est une projection de E’.

D'autti part, les ensembles Q*H(T) et Q*+{R'} sent deux pré-recueils
#* et 7 le méme théoréme (B.21) monlre que les éléments de 5 appar-

tiennent au recueil A° engendré par T°, done que 9% e §° engendrent le
méme recneil A7,

) Volr ci-dessous, {10.34) et la sulte,

=
(11

§ 7 DEFINITION DES ESPACES FIERES

— Spit A un élément de #; A étant permis par P, on a (6.10)
P.A = P%A).P;
P*(A) étant permis par (), on a de méme

QLIPHAY = Q(P*AN.Q, d'ol
0Q.P.A = Q*E*A)).Q.P

ce qui montre que A est permis poar QUP, et que [ PIAY < Q*(P*{A));
en fait, & [Q.P]*(A) = Q=(P*A)); 7' est donc Fimage de R par [Q.P]*.
D’on le théoréme :

Soit ¥ un espace; P une projeclion de E sur I'espace E'; () une
projection de E' sur I'espace E".

Alors Q.P est une profecfion de E sur E*; les deux structures
de E* (base de E pour la projection (. P ; base de E pour la pro-
jection Q) celncident,

Inversement, on démontre sans difficulté que :

Soient IT et P deux projections d'un méme espace E, telles que
I soil dirisible par P; alors le quotient () = IT/P est une projec-
fion de la base PH{IZ) sur la base [1H(E).

Considérons en particulier un espace fibré I, de projection P,
de base B, et un opérateur régulier F, défini sur E, Tl est clair
que F est une projection de E; A étant un glissement de E, F*(A)

E &’
=

—
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est égal & F.A F-1 (6.9); par suite, F est un isomorphisme de

lespace E 4 l'espace E' = val (F) (3.2).

Par ailleurs, P est visiblement divisible par F; le quotient
P'=P/F =P.F!

est une projection de E' sur la base B ; nous dirons que les espaces
E (fibré par P) et E’ (fibré par P) sont des espaces fibrés de base
B isomarplhes.

Plus généralement, si P est divisible par une projection F, le
théoréme (7.9) nous permettra de dire que F est un homomarphisme
d'espace fibré de base B.

Il ne faut pas confondre avee les homomorphismes (ou isomor-
phismes) d'espace fibré ; le lecleur définira un tel homomorphisme
F a partir du diagramme commutatil suivant (o chague flache
représente une projection) :

NI

'lr-n

P P’

§8 Groupe structural - Jaunge
Définition :

Soit E un espace (ibré. Nous appellerons.article de E tout opéra-
teur qui est la restriction d'un glissement 4 uwne fibre.

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)

(8.5)
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Les glissements de E étant bi-permis (7.1}, la formule (6.13) montre
que

— Tout article non impuissant est une application régulitre d'une
fibre sur une fibre;

— Les articles de E forment un pré-recueil d'espace E.

Par conséquent :

Si @ est une fibre de I'espace fibré E, les articles A tels que
def (A) = val{A) = @

forment un groupe de permutaiions de @; ee groupe s’appelle
groupe structural de Ia fibre @

On peut remarquer que le recueil des glissements de la fibre @
{considérée comme sous-espace de F, wvoir (2.9)) se compose du
groupe structural et de Uopératear impuissant.

Définition :

— Nous appellerons  struclure  invarianle d'un espace fibré E
ime structure définie sur chaque fibre de E {(struclure d'espace,
structure topologique, structure wvectorielle, cte...) de sorte que
les arficles en soienl des {somorphismes.

En particulier, les éléments du groupe struclural d'une fibre
doivent &tre des aulomorphismes de cette fibre. Réciproquement,
indiquons le théoréme :

Soit E un espace fibré dont lo base esl un univers.

Supposons que 'on ail défini sur une fibre §, une structure d'espace
(resp. d'espace topologique, d'espace vectoriel, ete...) telle que les
éléments du groupe structural de @, en soient des aufomorphismes
{resp. continus, linéaires, etc..}; on peut alors prolonger, d'une
seufe facon, cette structure de @, par une strucfure invarianfe de
toutes les fibres de E.
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Définition :
Soit E un espace fibré; P sa projection.
E On appellera glissemen! de jauge de E tout glissement A tel que
P*A) < lp.g,
¢'est-d-dire tout glissement qui conserve globalement les fibres.

Théorémes :

Soit E un espace fibré; R le recueil de ses glissements.

L‘cnscn_thle‘ RI. des glissements de jauge de E est un sous-recueil
de R; il définit sur E la méme topologic que R.

Soit E un espace fibré; ® une fibre de E.

Les a_rlidcs de jauge de ® (restriction 4 ® des glissements de jauge
définis en un point de ©) forment un sous-groupe distingué du
groupe structural de @; on l'appellera groupe de juuge de @.

Soit E un espace fibré; P sa projection,
Désignons par F(X) la classe de jauge d’un point X de E :
[Ye3(X)] = [I existe un glissement de jauge A tel que Y =A(X)]

Alors § esft une projection de E, qui divise P (voir 7.9); dans les-
pace §*(E) des classes de jauge, fibré par la projection quolient
IP,I",], }e groupe de jauge de chague fibre se réduit 4 I'opérateur
identique.

Théoréme :

Seit E un espace fibré de base E'; P la projection.

Les condifions (a) et (b) sont équivalentes :

{a) — Le groupe de jauge de chaque fibre de E se réduit 4 'unite.
(1) — Quel que soit le glissement A* de E’, il existe un seul glis-

i sement A de E tel que P*A) = A",

] Nous dirons alors que E est un espace fibré sans Jauge.

(9.2)
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Démonstration :
1) & () = {a).

2} Supposons (z); soit A" un glissement de E'; il existe des glissements
A; de E tels que A’ = sup P*(A,) (voir {7.6)};

ona  PHA; LAY = PHA)PAY (th. (6.17) et (6.18))
< A'-LAT (117)
= 1!'-""

AU A est done un glissement de jauge ; Il résulte de la condition {a} que
AyLA < 1 .

On voit de méme que A, A, < 1 & ces deux conditions sont sulfisantes
(et d’ailleurs nécessaires) pour que les A, soient compatibles, ainsi que les
A et que sup (A7) = sup (A7 I'opéralent A = sup (A) est done un
glissement de E (comme borne supérieure régulidgre de glissements), et
I'an a (th. (6.21)) P*(A) = sup P*{A) = A'; A est un relévement de AL

Reste 4 montrer Funicité: si Pon a ausst P*(B) = A, B et A ont méme
ensemble de définitien P-(def (A)); B-1 A est un glissement de jauge,
done lopérateur identique sur P- (def (A'}); alors B = A,

C.0.F.D.

§ 9 Espaces fibrés prinecipaux

Théoréme, définition :

—— Soit E un espace; G un groupe de permutations de E qui com-
mutent avee tous les glissements de E; P un opérateur défini
sur 15, dont les fibres sont les classes de fransitivifé de G @

& [PX) =P(Y)] = [ll existe g dans G tel que Y = g1
— Alors P est une projection de E; on dira que E est un espace
fibré principal, de groupe principal G.
— Remarque : on peut en particulier prendre pour P la projec-
tion canonique définie a partiv de G par

[X e P(Y)] = [il existe g dans G tel que ¥ = gixX;
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alors la base est E/G, qui se trouve ainsi muni d'une structure

d’espace (on I'appellera espace quotient de I'espace E par le groupe
principal G).

Théoréme :
Soit E un espace; R le recueil de ses glissements: G un groupe

de permutations de E.

— L'ensemble Rg des éléments de R qui commutent avee tous
les éléments de G (cet ensemble s’appelle commutan! de G dans
R) est un recueil.

Le recueil Ry, le groupe G et un opérateur P vérifiant (9.1 &)
donnent donc & E une structure d’espace fibré principal ; mais il
importe de ne pas confondre les recueils & et R,

Théoréme

Seoit E un univers fibré principal, G son groupe principal, ® une
fibre de E.

Il existe alors une application réguliére F de ® sur G, telle que le
transmuté par F du groupe principal G (resp. du groupe structural
de @) soit le groupe des franslations d gauche (resp. des franslations
a droite) de G.

§10 Revétements

Définition :
Soit E un espace.

— On appellera groupe discret de E tout groupe G de glissements
globaux de E, tel que tout point X de E appartienne 4 un ouvert U
vérifiant .

O [Yel, geG gY)eU] = [g=14
— Les ouverts U vérifiant ¢ s'appelleront feuillefs.

'i%_,sﬂu.z)

{10 3

L (105)
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Il est clair que tout sous-groupe d'un groupe diseret est un groupe
discret.

& Pour qu'un ouvert U soit un feuillet, il faut et il suffit que ses
images par les éléments de (v solent deux 4 deux disjointes; cha-
cune de ces images est un feuillet, On voit notamment que les élé-
ments de G distinets de 1y n'ont pas de point fize, et que

Tout ouvert contenu dans un feuillet est un feuillet,

Théoréme :
Soit GG un groupe diseret de U'espace ;5 F, et F, deux applications
continues d'un espace Q dans E, telles que

[X €4}] = [l existe ¢ dans G tel que Fy(X) = g(F(X))]
Alors L) se partage en ouverfs disjoints £, définis par

[X €Q,] = [Fy(X) = g(Fy(X))] (9 €G)

Montrons d'abord que 'ensemble £, définl par
[X e ily] == [F4(X) = Fy(X]]
est ouverl ; c'est évident s'il est vide ; dans le cas contraive, soit X, un point
de QF{Xg) = Fy(X,)), et U un fewillet contenant F(X,) = Z,. F, ot F,
étant continus, 1'ensemble
" = F=(U) nF,(LU)
est un ouvert de {1, qui contient X,;; si X @ 0}, Fy(X) et FuX) appar-

tiennent au feuillet 17, il existe un g tel que F(X) = g(Fy (X)) ; on a done -

g = 1x(10.1), X & L} ; ainsi (' S 01, £, est ouvert comme réunion d'ouverts,

— Appliquons ensuile ce résultat an eouple [F'; = g.F, Fy = Fy], qui
vérifient les mémes conditions ; Vouvert ', oh F'(X) = F'y(X) est égal
a 0.

C.Q.F.D.
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"f] Définition : 1 an moyen d'un recueil &, complétement déterminé par les condi-
E tions suivantes :
wolf, . o apare,. muol d i groups. dacyet . 3 ' (a) Lespace E' (muni du recueil R') et l'espace E (muni du recueil
| Désignons par R’ le recueil des glissements de E'; 5 | R) sont des sous-espaces ouverts de &;
i R'; le commutant de G dans B'; ';ﬁ: ] (&) 5i U est un feuillet de E°, P.1, e &,
' P un opérateur défini sur E', ayant pour fibres les classes de tran- = :
| (10.6) ﬁtli-lﬁ:ztépde G (9.1) yasp Etablissons d’abord les lemmes suivants :
] On sait que E' posséde une structure despace fibré principal, __;:,,;3.- Soit A un élément de R tel que d&f{.ﬂk} et val (A) soient des
| de groupe principal G, de recucil R';, de prejection P (8.1, 9.3); 5 feuillets ; alors A est foléré par P; il existe un seul opérateur B,
nous dirons que E' est un repélement de la base E = PHE". i i ¢ tel que
| 1 i ( B=A
l'f (10,7}  — Omn sait que le recoeil B des glissements de E est engendré par ; :'jiﬂ,lﬂ} < BeR's
I le pré-recueil des transmutés des éléments de R'; (th. 7.2). ‘ PHB) = P*A)
!
— { on a
— T E’ Théoréme :
"“"---._.___...----"’""H Eu e
_ & B =suplg.A.97]
Soit E; un ouvert de Pes- P
+ B(x} pace E; E' un revétement
] de E (notations de 10.6); — i det (A) et val (N g [T o0
alors l'ouvert sont des fenillets, les opé- ¥=9 B
& T E’ rateurs A, = g.A.g~" ont C%—-E
L, B des ensembles de défini- >
{'10.3} "“"-—-L._-—-""'/ E'y = P(Ey) tion et de valeurs disjoints -l
— t a (10,3} ; ils sont compatibles, g
P* E est un revélement de Eg, leur borne supérieure B est AB A9
H g ayant pour groupe prin- régulidgre ; B esl done un X
/ / cipal la resiriclion de G élément de K" Al D\
a4 E';, pour projection la def (A) val(A)
= restriction de P & E’,. — SiyeG, | .
1 ; Ay = AT | I
: Théoréme : - b 1P 1R
! on en fire E I !
T

Soit E un revétement de Pespace E (notations de 10.6); on sup-
pose E' el E disjoints.

I
v.sup (A,) = sup (A, b.y] i @E:(f@
B appartient done au com-

mutant R, de G.

— On peut alors donner & & = E'UE une structure d'espace,




(10.11)

[
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{10.12)
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— On a évidemment B = sup {A,) = A; = A
— B est permis par P (th. 8.1), donc toléré; par suite A est tolérd, et

PHA) < PYB)} (th. 6.20); en [ail, P*A) = P%B), ainsi que le montre
un raisennement simple que suggire la figure,

— Inversement, & si un opératenr B vérifie &, il vérifie .
C.LF.ID.

On en tire Pénoncé suivant :

51 A eR', et si def(A) et val (A) sont des feuillets,
P*(A) e R

Lemme :

51 1 et V sonl des feuillets
[P.1p]".[P.14] = sup 1y.9.1y
G

— 1l résulte évidemment de (10.12) que [P.1,]-'.[P.1y] € I'; par svite
les opérateurs P.l; wérifient les conditions & du théoréme (2.11}; il
existe done un recueil #, d'espace £, et un seul, tel que les P. 1y appar-
tiennent & #, et que E' soit un sous-espace ouvert de & on sait que
est aussi un sous-espace ouvert (211 &, 5; 0l veste & montrer que la res-
triction de M. & E coinelde avee B

1* 5i A el Il existe des B, dans B’y Lels que A — :mp PYB,}; or &
P4B,) = sup [P.igl.B.[P.1,]7; done P‘{B}EJ‘L (2. T‘.F G ) A est
LV feuillets

borne supéricure régulitre d'éléments de ®, done élément de 3.
29 51 A e, def (A)CE, val (A)CE, on 1

A= sup  [Puly] [Pyl L ALP L] R 1)

U, W feuillets

les opérateurs Ay, = [P, 1] AL[P. Ly] appartiennent & B (211, G el
def (Agg) et val (A, sent des parties ouvertes de U et V, done des fenillets

(10,4} le lemme (10.11) montre que P*{Ayy) & B comme A = sup P*(A ),

et que A est régulier, A e R, LA

Ce qui démontre le théoréme (10.9),

B ik b e ot o e

(10.14) |

(10.15)

(10.16)

§ 10 REVETEMENTS 65

— Ce théoréme (10.Y) admet des corollaires évidents, tels que

5i U est un fenillet, P. 1y est un isomorphisme local de E' {muni
du recueil B} & E (muni du recueil R).

P est une application econfinue de E' sur E.

Théoréme :

Soit E' un revétement de l'espace E; H une application continue
d'un ouvert de B dans E', telle que P{H{x)) = =.

Alors ¥V = val (H) est un feuillel de E'; H =[P.14] .

Soit xy un point de def (H), U un fenifllet contenant H (x,) [ 1] et H
étant continus dans un voisinage ouvert de x, le théoréme (10.5) montre
qu'il existe un cuvert £, confenant xr, o0 ces opératenrs conicident ; image
de 0, par H est done un ouverl contenu dans ¥V ; V est ouvert. La suite
régnlte immédiatement du fait que V ne contient pas deux points dis-
tinets dans la méme fibre. C.O.F.D.

Théoréme (notations de I10.6) :

Soit U, une famille de fenillets de E' dont les projections recouvrent
la base E; posons

¢ @, =[P.15]7;

soient |3, g, @] les parties de E définies par

+ [ e[2 g, wl] <= [Dfx) =[g.2,](x)] (geC)
Alors

[ {a) Les [3, g, u] sonl des ouverts de E
(b} [% g> 1] =[1> g7% 2]
(©) [% v el 0 [ 9 vIS[A 192 ]
¥4 @) [% g, 2] est vide si g =1
(&) Ej[.‘h, 1,y =E

| i [w Ll nlwl g =Ulk g el
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