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NOTE I

Monoides

Définition :

On appelle monoide tout ensemble muni d'une loi de composition
associative, 5i M est un monoide, et si on note = sa loi de compo-
sition, on a donc

[ty eM] = [r x yeM]
[ZthzeM] = [z xpy]l Xz=2 X[y ¥ 2]

Une partie M' d'un monoide est un sous-monofde si
[t.yeM] = [z x y e M].

Il est clair que la loi = induit alors une structure de monoide
sur M.

— Un élément ¢ d'un monoide M est dil newfre si
[teM] = [ex 2=z x¢&=1]
& Le nombre d’éléments neutres d'un monoide est 0 ou 1.
— Si M, est un monoide sans élément neutre, on peut ajouter
a4 M, un élément e, et prolonger 'opération = & l'ensemble

M = M,u{e} par la régle (3); & M est alors un monoide, qui
posséde 'élément neutre e




(6)

(7)

466 GEOMETRIE ET RELATIVITE

Exemples de monotdes :
— Les groupes, les recueils sont des monoides.
— Soit B un ensemble ; on appellera ma! de E tout symbole

EyEy ... T

dont les « lettres » z,, x,, ... x, sont des éléments de E (I'cnlier n
s'appelle longuear du mot) ; les mots de longueur 1 sont identifiés
aux éléments correspondants de E.

On définit le produit de denx mots

M=&f%y...z, ¢t m=x\2",...%
comme le mot

mm = ... %, % ... %,

obilenu en éerivant les mols m of m' I'une au bout de Pautre,

& Lensermble M des mots de E est alors un monoide ; on I'appelle
monolde libre engendré par E.

— Ce monoide M n’admet pas d’élément neutre ; 81 on lui en ajoute
un par la construction (4), on obtient le monolids libre avee élément
neulre engendré par E; il est commode de considérer cet élément
heutre comme le « mot de longueur nulle «,

Homomorphismes de monoides.

Une application f d'un monoide M dans un monoide M* sappelle
un homomorphisme si elle vérifie

flx = g) = flz) = fiy)

& I'ensemble val (f} est alors un sous-moncide de M’ ; 81 M posséde
un élement neutre e, val (f) posséde un élément neutre fled; si M
est un groupe, val {f) cst'un groupe.

Un homomorphisme régulier s'appelle un fmﬁmrpftfsrm: (de def ()
sur val (f)) ; son inverse est alors un isomorphisme,
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Théoréme :

Soit E un ensemble ; ¢ une application de £ dans un monoide M’ ;

& M le monoide libre engendré par E,
(8) | 1l existe alors un seul prolongement f de p qui soit un homomor-
l phisme de M dans BM".
— On voit immédiatement que 'on a, pour tout mot %, ... 2, :
@ fs - - T) = o) X olzy) X ... ().
Noyaux.
Théoréme :
% Soit M un monoide, f un homomorphisme de M dans un monoide
; x
i M'; on appellera nogau de f Vensemble N des éléments (y) de
| M2 tels que f(x) = f(y): on a
| r .
| [z & M] 5 (l] eN
&
{1 (E] eN 13 (y] M
y x
[ e v rx ; o
’ ()EN, (‘]EN = ()EN
i i z E
X b L frxa T
| () en. () ex = 2T ex
(11} — Réciproquement, soit M un monoide, N une partie de M? gui

veérifie les propriétés (10, ©7) ; associons & chaque élément x de M
I'ensemble f{x) défini par

[y € f(x)] <= [@ EN]

& on peut alors définir, d'une senle fagon, une opération associa-
tive X sur l'ensemble M' = wval (f), de sorte que [ soit un hun}uﬂ
morphisme de M sur M’ ayvant N pour noyau ; M' s’appelle monoide
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quolient de M par N; on pourra le noter M/N: f s'appelle homo-

morphisme canonigue de M sur M/,

~— En utilisant le théoréme {6.10), on établit le théoréme :

Soient M, M,, M, trois monoides ; fy et f, des homomorphismes

de L dans M, et M,, de¢ noyaux N, et N, respectivement. Alors ;

: fiff: est un homorphisme de

J =, L

[Nac Ni] =[f, est multiple de fal [ val (f;) sur val (},)

— So0it M un monoide ; une partic N de M? s'appelle un noyau
de M =i elle est le noyau d'un homomaorphisme, c’est-a-dire si elle
verifie les axiomes (10, ) : & toute intersection de noyaux est
ENCOTE Ul ROYALL

Soit donc K une partie quelconque de M?; il existe des noyaux
contenant K (par exemple M2 ; leur intersection Ng est encore
un noyau ; c'est done le plus petit noyau qui contienne K ; an
lappellera noyau engendré par K, Le monoide quotient MM
pourra aussi s'appeler quotient de M par K et se noter, sans ambi-
guité, MK,

— Par application de (12), & on a le théordéme -
Soit M un menoide; f un homomorphisme défini sur M ; K une
partie de M?; f. "homomorphisme canonique de M sor M. Alors:

[K< noyau de ] <1l existe un homomorphisme ¢ tel que f = i fxl

Exemple :

Soil E un ensemble ; A une application de I sur E, telle que A= 1,
Soit M le monoide libre aver élément unité l,; engendré par E :
K I'ensemble des mup]csl[:::aﬂ [x=E]; & le monoide quotient

M/K est un groupe ; on Vappelle groupe libre lorsque il n'y a pas
de point x tel que x = A(x). On peut montrer que tout groupe est
isomorphe 4 un guotient d'un groupe libre.
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